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PROPRIÉTÉS DES CONIQUES 



D'APRES LEUR DEFINITION; 



Par m. L. MALEYX, 
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L' iiUREAU njîs i.oxuiTunES, DE L'ÉCOLE poLYTEcuK r«i:h 
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AVERTISSEMENT. 



L'étiidt: préseuLc ast le lésuniii dus propriétés les 
plus remarquables des sections planes du eôiie à direc- 
trice circulaire, rangées, autant que je l'ai pu, dans 
l'ordre clironologîquede leur découverte, et démontrées 
par les moyens les plus élémentaires que j'aie à ma dis- 
position. 

Je suis convaincu de ce fait que ; l'esprit de Vindi- 
vidu doit se développer, au mieux, dans l'ordre où 
s'est développé l'esprit du genre. 

J'ai fait mes elïbrts pour mettre mon travail à la 
portée des élèves des cours élémentaires, et pour leur 
donner la possibilité de s'en servir utilement. Les pro- 
priétés de l'involution, dont je me sers, s'introduisent 
d'une manière naturelle, indépendam.ment de l'homo- 
graphie, et presque sans calcul. 

Malgré le peu de connaissances que je demande, je 
crois être parvenu, sans le secours de l'Analyse, à meure 
en évidence des propriétés utilisables dans l'étude de la 
Géométrie descriptive ; je ne citerai dans cet ordre, que 
le théorème du n" YI, Chapitre II, permettant de con- 
struire les points communs d'une droite et d'une conique 
définie par cinq points, et la conslruclio» des points com- 
muns de deux coniques définies ayant un diamètre 
commun connu, établie au n- IV du Cliapitrc III. 



yGoosle 



( » ) 

Enfin, pour ne rien laisser à désirer aux élèves donl 
les eoimaissanccs ne seraient pas suffisantes, j'ai cru 
devoir placer en tèle de mon travail une Introduction 
renfermant le rappel ou la démonstration des proposi- 
tions que je dois invoquer le plus fréquemment. 
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ÉïlillE GÉOMÉTRIQUE 

PROPRIÉTÉS DES CONIQUES 

D'APRÈS l-RUR DÉFINITION. 

INTRODUCnON. 



1. Une ioiigireur déterminée comptée sur une droite 
fixe, à partir de rnn de ses points, porte le nom de seg- 

Ce segment peut être mesuré au moyeu d'une unité 
de longueur arbitraire, et, d'après la convention de Des. 
cartes, on alfecte du signe -I- les nombres représentant 
les segments comptés dans un sens, et du signe — ceux 
qui représentent les segments comptés en sens contraire ; 
ou, encore, on considère les nombres représentant ces 
segments comme positifs ou négatifs, suivant que les 
segments sont comptés dans un sens ou dans l'autre. 

Deux jioîiits fixes, A, B, étant donnés sur une droite 



indéiinie X'X {fig. I), on suppose démontré qu'il existe 
toujours, et qu'il n'existe sur X'X i]ue deux points G, 
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D, dont le rapport des distances aux deux points A, B, 
ait une même valeur numérique donnée; l'un de ces 
points élanl compris entre A et B, l'autre sur une des 
parties extérieures à cet intervalle. Il eu résulte qu'au 
point de vue de la convention des signes précitée, ces 
deux rapports sont de signes contraires, puisque les seg- 
ments comptés à partir du point intermédiaire entre A 
et B sont de sens contraires, tandis que ceux qui sont 
comptés à partir de l'autre point sont de tnêtnes sens. 

2. Ou dit que les deux points C, D, dont il est ques- 
tion dans le numéro précédent sont conjugués har- 
moniques par rapport à A et B. 

Réciproquement, on peut considérer A et ï 
conjugués harmoniques par rapport à C eî D, t 
l'égalité de déflnition, 

^' eu UB 

on peut conclure par le cliangemunl d'ordre des me 



AD liD 

L'égalité définissant la condition pour que deux 
points C, D soient conjugués harmoniques par rapport 
à deux autres A, B est susceptible de plusieurs l'ormes 
équivalentes. 

i" Si nous reportons l'origine des distances au point 
extérieur (Jg. I), l'égalité (i) devient 

DA — DG DA 



Cette égalité peut être remplacée par l'égalité équiv, 
l'ute obtenue eu relrancbanl ternie à terme le ureniii 
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De même, si nous reportons l'originu dt^s disLau 
au point intérieur C, régalilé (i) donne, par dus tra 
formations analogues, les êgalilês équivalentes suc( 
sives, 

GA. _ CA -^Ch 

en ~ CD — CB ' 

ÇA _ Cl) 

CB ~ CD — 'iClî' 



■0 



V CB CA / 



Les égalités (a) et (3), respectivement équivalentes 
à rég3lité{i), sont susceptibles d'une forme unique; si 
nous désignons par a et p les nombres positifs ou néga- 
tifs représentant les distances de l'un des points C ou D 
aux points A et B, respectivement, et par S le nombre 
positif ou négatif représentant la distance des points C, 
I), on aura, fiuelle que soit œlle dus égalités (a) ou (3) 
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i[u(: l'on consi(.l(''ic, 



■ï° Repoi'tods maintenant l'origine des distaiiees au 
point O, milieu du segment AB (ytg-. 1); l'égalité (i) 
du vient 

GO -+04 _ OA + 0D 

OB- OC ~ OD-OB' 

Intervei'tissons l'ordre des moyens, ajoutons et re- 
tranclions leriiie à terme les deux rapports résultants, 
on a, en observant que OA = OB, 

C0 + OA _ OB — OC _ OA — 0C _ aOA ^ :»0G 
OA + OD^ OD — OB^ OD— 0A~iUD ^aOA' 

L'égalité des deux derniers rapports, équivalente à 
l'égalité (i), nous donne comme condition pour que les 
points C et D soient conjugués harmoniques par rapport 
aux deux points A et B, que la demi-distance de ces 
deux derniers points soit moyenne proportionnelle 
entre les distances du point milieu O, du segment ÂB, 
aux deux points C et D. Il est, du reste, évident que les 
deux points C et D sont d'un même côté par rapport au 
point O. 

3, Si l'on trace quatre droites passant par un point 
fixe S, et rencontrant une droite, X'X, en quatre points 
A, B, C, D, tels que les deux derniers soient conjugués 
harmoniques par rapport aux deux premiers, ces quatre 
droites forment un faisceau harmonique.. 

Les droites illimitées SA, SB, SC, SD, sont dites 
rayons du faisceau, et Ton nomme rajons conjugués 
ceux qui passent par deux points conjugués; nous dési- 
gnerons un tel faisceau par S . ABCD.' 
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Théorème I. — Si l'on coupe un faisceau harmo- 
nique pai- ana pai-allèle à un des rajons, le rayon con- 
jugué diuise en parties égales le segment de cette pa- 
rallèle compris entre les deux autres rayons. 

Il suffit d'élablir la proposition pour une de ces paral- 
lèles, puisque toutes les autres sont divisées par trois 
droites issues d'un point dans un même rapport. 

SoilS.ABCD le faisceau harmonique considéré, cou- 
pant X'X aux points A, B, C, D, tels que les deux der- 
niers soient conjugués harmoniques des deux premiers 
{fig. II), par le point C menons la parallèle au rayon 




SD, conjugué de SC, et rencontrant les rayons SA, SB, 
aux points I. et K respectivement. 

De la similitude des doux couples do li'îangles AlC, 
ASD, d'une part; CBK, SBD, d'autre part; on déduit 
les proportions 

IC AG CK CB 



1 par comparaison a 
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SD ~ SD 
ut, en coiiséi]ii(!iu:e, 

IC = CK, 

qui (lemonire le théorème énoncé. 

Théorème II. — [îéciproqiit'iuont, si (juatre droiLes 
issues d'un point sont tellement placées qu'une paral- 
lèle à l'une d'elles soit divisée par les trois autres en 
deux parties égales, ces quatre droites /arment un 
faisceau harmonique, et le rajon qui passe par le mi- 
lieu du segment est conjugué de celui qui est parallèle 
au même segment. 

Soient SA, SB, SC, SD quatre droites issues du 
point S; ICR une parallèle à SD divisée eu deux par- 
ties égales par les droites SA, SC, SB, aux points I, C, 
K; par le point C menons la droite quelconque, X'X, 
rencontrant SA, SB, SC, SD, aux points A, B, C, D 

if'S- ")■ 

De 1.1 similituJe des deux couples de triangles AIC, 
ASD, d'une part; CBK, SBD, d'autre part; ou déduit 
les proportions 



Or, comuie par hypothèse, IC = CK, 
ineinbfes de ces évalués ^oiu identiques 
déduit 
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(9) 
Les points C et D sont donc conjugues harmoniques 
par rapport à A et B, et le faisceau S- ABCD est harmo- 
nique, ce qui établit le théorème énoncé. 

Remarque I. — ïl résulte des deux propositions pré- 
cédentes que si les quatre rayons d'un faisceau coU' 
pent harmoniquement une droite, ils couperont aussi 
Jtarmoniquement toute autre droite. 

Rentarc/ue II. — Il résulte du théorème II que : 
deux dj'oites qui se coupent et le système des bissec- 
trices de leurs angles forment un faisceau harmonique, 
puisque une parallèle à une des bissectrices est divisée 
par l'autre et les deux droites données en deux par- 
lies égales. 

Et il résulte du lliéorèine I que, réciproquement, si 
deux rayons conjugués d'un faisceau harmonique 
sont rectangulaires, ils divisent en parties égales les 
angles formés par les deux autres rayons; car, si l'on 
mène une sécante parallèle à un des rayons rectangu- 
laires, elle sera perpendiculaire au rayon conjugué et 
divisée par lui et les deux autres rayons en deux parties 
égales ; elle formera donc avec ces deux rayons un 
triangle isoscèle dans lequoi la droite qui unit le som- 
met au milieu de la base, et qui est un des rayons rec- 
tangulaires du faisceau, divise l'angle du sommet en 
deux parties égales. 

4i. Quatre droites situées dans un plan se rencontrent 
deux à deux en six points, et forment une figure 
ABCDEF (_fig. lïl), qui porte le nom de quadrilatère 
complet; les six points sont les sommets, et l'on donne 
le nom Ali diagonale à cliacune des trois droites unissant 
deux soinmols sans se confondre avec Tune des quatre 
droites considérées. 
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Théorème. — Char/ue diagonale d'un t/uadrilalère 
complet est (fiVwee harmoiiiquement par les sommets 
qu'elle unit, et les deux mitres diagonales. 

Considérons les deux diagonales DB, FE, qui se cou- 
pent en L ; soit K le point conjugué liarnioiiique de L 
par rapport à E et F; le faisceau C.EB'LK «st harmo- 
nique, et le rayon CK passe au point conjugué liarmo- 
Kig. III. 




nique de L par rapport à B et D ( n' 3, Remarque 1). De 
même, le faisceau A.EFLK est aussi liarmoniquc, et le 
rayon AK passe au point conjugué harmonique de L 
par rapport à B et D, soit I ce point. Les droites KC, 
AK, ont donc deux points communs I et K et se con- 
fondent suivant la diagonale AC, qui, dès lors, divise 
harmonique ment les deux autres LIÎD, LEF aux points 
1 et R. 

Le faisceau A.EFLK étant harmonique partage har- 
nionîquement la droite BF aux points M et C; il en ré- 
sulte que le faisceau J^.BFMC est harmonique et divise 
hannoniquement la diagonale AC aux points I et K où 
elle rencontre les deux autres. 

o. On appelle polaire d'un point, par rapport à 

un cercle, le lieu géométrique du point conjugué har- 
monique du point considéré, qui porte le nom de pôle, 
par rapport aux deux points de rencontre avec la cir- 
conférence d'une sécante variable nuiour du pôle. Ce 
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lieu géométrique est une droite perpendiculaire au 
diamètre passant par le pôle, et on lui donne le nom 

de polaire. 

Considérons le cercle 0(yîg- IV) : sur le diamètre AB, 
prenons lus points P eL P, coiijuguûs liarmoiiicjucs par 
rapport à A fX B^ si l'on ilosigiio par R le rayon lIu 




cercle, on a la relation ■R^ = OP X OP, (n" 2, a"). Me- 
nons par le point P, la sécante variable P.DC, puis tra- 
çons les droites CPE, OC, OD, OE, PD, P,E, puis les 
perpendiculaires PX, P, Y à AH- 

De l'égalité Rï=OPxOP,, on dé.luit 



OC =^ OP X OP, 



:=OPx 0P|; 



d'où la similitude des couples de triangles COP, COP) , 
et EOP, EOP) , puisqu'ils ont un angle égal eu O com- 
pris entre côtés proportionnels ; il en résulte les égalités 
d'angles homologues OCP = OP,C, etOEP = OP,E; 
mais les angles OEC, OCE sont égaux comme angles à 
labasedu triangle isoscèlcCOE; donc PP, est bissectrice 
de l'angle CP.E, et le faisceau P,PFEC est harmo- 
nique (n" 3, Remarque II). En conséquence, le lieu du 
point conjugué harmoniqiie de P, par rapport aux 
points C, E, où la sécante variable autour de P rcn- 
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contre la circonférence est ]a droite P|Y pei'pendicu- 
laire à AB en P,. 

Les trois triangles COP,, DOP,, EOP, ont, deux à 
deux, deux côtés égaux, ainsi que i'angle opposé à l'un 
d'eux; or les deux derniers ne peuvent être égaux au 
premier, puisque les angles ODP,, OEP, sont respec- 
tivement supplémentaires de l'angle OCP,, le premier 
comme supplément de ODCqui est égal à OCP, d'après 
la propriété du triangle isoscèle, le second parce qu'il 
est opposé à OCPi dans le quadrilatère COEP, qui est 
inscriptible à cause de l'égalité d'angles OEC, OP,C. 

Les deux triangles ODP,, OEP, ne pouvant être 
égaux à COP, sont égaux entre eux, et l'on en conclut 
l'égalité des angles DOP,, EOP,, et, en conséquence, 
celle des triangles DOP, EOP, qui ont un angle égal 
compris entre côtés égaux. 

De là résulte que les angles DPP, , EPP, sont égaux ; 
dès lors les droites PPj, PX sont les bissectrices des 
angles formés par PC et PD; ces quatre droites forment 
donc un faisceau harmonique, et le, lieu du point con- 
jugué harmonique de P, par rapport aux points C et D, 
où la sécante variable P, DC rencontre la circonférence 
est la droite PX perpendiculaire à AB en P. 

On peut remarquer que, dans tous les cas, le produit 
des distances du pôle et de la polaire au centre est égal 
au carré du rayon; si le pôle est intérieur à la circon- 
férence, la polaire est complètement extérieure; si le 
pôle est extérieur, la polaire est sécante à la circonfé- 
rence, et, enfin, si le pôle est sur la circonférence, la 
polaire lui est tangente au pôle. 

6. Théorème. — Si le pôle P d'une droile D est. ii- 
lué sur une droite D,, réciproqueinent le polo Pj de la 
droite D, est situé sur la droite D. 
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Soient un cercle, D une droite de son plan {Jig-^), 
le pôle P de cette droite se trouve sur la perpendicu- 
laire OQ abaissée du centre O sur la droite D, et défini 
par l'égaliié OPxOQ = R=, R étant le rayon du 
cercle O. Considérant une droite D, passant par le 
point P, du ^point O abaissons OQ, perpendiimlaire 




sur D, et prenons sur OQ, le point P) défmi par l'éga- 
lité OQ, XOP, =Tl^P, sera le pôle delà droite D,, 
joignons-le au point Q par une ligne droite. Les deujc 
produits OPxOQ, OQ, xOP, 'étant égaux à R* sont 
égaux entre eux, dès lors le quadrilatère PQP, Q, est 
inscriptible ; ses angles opposés sont supplémentaires, et, 
comme l'angle Q, est droit, il en est de même de P, QP; 
P, Q est donc perpendiculaire sur OQ cl se confond avec 
la droite D ; il en résulte que le pôle P, de la droite D, 
se trouve sur la droite D. 

Corollaire I. — Si une droite D, tourne autour 
d'un point Jîxe P, pris dans le plan d'un cercle^ son 
pôle P) décrit la polaire du point P. 

Corollaire IT. — Si le pôle P, d'une droite va- 
riable D| décrit une droite Jîxe D, la droite D, tourne 
autour d'un point fixe P, pôle de lu droite 0. 
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Définitions ; classification des sections coniques 
en trois genres. 

i. On doniiL' le nom de cône à base circulaire à la 
surface îlliiiihée engendrée par une droite qui s'appuie 
constamment sur une circonférence de cercle, et qui, 
dans son mouvement, ne cesse de passer par un point 
fixe pris liors du plan de la circonférence ; ce point porte 
le nom de sommet du, cône. 

Le sommet d'un cône divise sa surface en deux par- 
lies illimitées qui ont reçu le nom de nappes. 

On appelle section conii/ue, ou simplement conique, 
l'intersection d'un cône à base circulaire par un plan. 

Un plan mené par le sommet d'un cône peut avoir 
par rapport à lui trois positions distinctes; il peut laisser 
les deux nappes de part et d'autre si sa trace sur le plan 
de la directrice circulaire ne rencontre pas cette ligne; 
dans ce cas, le plan n'a de commun avec le cône que le 
sommet; il peut couper le plan de la directrice circu- 
laire suivant une tangente à cette ligne; dans ce cas, il 
laisse encore les deux nappes de part et d'autre, mais il 
a en comioun avec le cône deux génératrices confondues 
suivant celle qui passe par le point de contact, il est 
alors tangent tout le long de cette génératrice; enfin sa 
trace sur le plan de la directrice circulaire rencontre 
cette ligue en deux points, et alors le plan coupe le cône 
suivant deux eéiiéralrices distinctes. 
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Un plan sécant quelconque esl nécessaîroinont paral- 
lèle à une des trois positions de plans qu'on vient d e- 
numérer : de là trois genres de sections. S'il est paral- 
lèle à un plan situé dans la première position, il coupe 
toutes les génératrices sur une même nappe et donne 
lieu à une section limitée et fermée : c'est la section du 
genre elliptique ; s'il est parallèle à un plan situé dans la 
deuxième position, il rencontre encore toutes les géné- 
ratrices sur une même nappe, sauf celle qui est située 
dans le plan parallèle mené par le sommet, et donne 
lieu à une section illimitée composée d'une seule partie ; 
c'est la section du genre parabolique; enfin, s'il est paral- 
lèle à un plan situé dans la troisième position, il ren- 
contre les génératrices sur les deux nappes, sauf 
celles qui sont situées dans le plan parallèle mené par 
le sommet, et donne lieu à une section composée de 
dcuM parties illimitées : c'est la section du genre hyper- 
bolique. 

Il esl évident, par considération d'iiomothétîe, que 
la section par nn plan parallèle à celui de la directrice 
circulaire, et qui est du genre elliptique, d'après ce que 
nous venons de voir, est aussi circulaire. Il est encore 
évident, par définition, qu'une section conique ne peut 
être rencontrée par une droite en plus de deux points, 
car, s'il en était ainsi, le plan passant par cette droite et 
le sommet couperait la surface du cône suivant plus 
de deus droites, et sa trace sur le plan du cercle di- 
recteur couperait sa circonférence en plus de deux 
points. 

On appelle centre d' une courbe un point qui divise 
eu deux parties égales toutes les sécantes rectilignes qui 
passent par ce point et qui sont limitées à la courbe di; 
part et d'antre. 

On donne le nom Av diantètre ■,m\\c.\i géomélriiiue dn 
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point milieu d'unu sécanle, limitée de pari et d'autre à 
unecourbfi, lorsque celte droite se déplace parallèlement 
à une direction fixe. 

Un diamètre rectiiigne perpendiculaire aux cordes 
qu'il divise en deux parties égales est un axe, et ses 

celte ligne. 



Du centre et des diamètres dans l'ellipse ; 
premières propriétés de direction. 

II. La section elliptique a un centj-e. — Soit le cône 
circulaire dont le sommet est S et le cercle directeur 

(Z?^'. 0; menons par le sommet un plan parallèle au 




plan sécant; il coupera le plan de ta base circulaire sui- 
vant une droite, XY, extérieure au cercle directeur. 

Soit P le pôle de XY par rapport au cercle, unissons 
le pôle P au sommet S, cette droite coupera le plan 
sécant en un point c; faisons passer par SP un plan 
variable, coupant le cercle directeur en A et B et la 
polaire XY de P en D; construisons les génératrice.s 
Si, SB, suivant lesquelles le plan ^.uxJli.nj^c coupe le 
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l«mi!iit la droite SD. \m plan auxi^ 
ftaire coupera le plan de la section, qui est parallèle au 
plan SXY, suivant une parallèle à SD passant par le 
point c, et l'encontrant les génératrices SA, SB, aux 
points aiilb qui appartiendront à la section; or le fais- 
ceau S. ABDP est harmonique : dès lors la droite acb, 
parallèle au rayon SD, est divisée par le point fixe c q.\\ 
deux parties égales. 

Les points de la section sont donc siiués deux à deux 
en ligne droite avec le point fixe c, qui divise leur 
distance en deux parties égales ; c est donc un centre de 
la section, et l'on doit remarquer qu'il est situé à l'inter- 
section du plan de la section avec la droite qui unit le 
sommet du cône au pôle de la Irace, sur le plan et la 
base circulaire, du plan parallèle au plan sécant mené 



m. La section elliptique lî admet que des diamètres 
rectitignes ; ces diamètres passent toiu! par le centre; 
ils sont conjugués deux à deux, c'eit-à-dire se distri- 
èuent par couples, teh que l'un de ces diamètres divise 
en parties égales tes cordes parallèles à l'autre. 

Soient S le sommet d'un cône et le cercle directeur 
(Jig- 2) ; proposons-nous de trouver les diamètres d'une 
section elliptique. Pour cela menons, par le sommet S, 
un plan parallèle à celui de la section, coupant le plan 
de la directrice suivant la droite XY qui ne rencontre 
pas le cercle; menons aussi la droite SP| dans la direc- 
tion des cordes que le diamètre doit diviser en deux. 
parties égales, et qui rencontre XY eu P, . Si nous fai- 
sons tourner un plan variable autour de SP|, il cou- 
pera le plan de la section suivant une parallèle à SP| 
dans toutes ses positions. Traçons la polaire AB du 
point P(, par ra^nioit au cercle 0, et supposons que le 
L. M. ^ 
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plan variabJc, dans une do ses positions, coupe le pis 
de la base suivant MN; il coupera le cône suivant I 
génératrices SM, SN, et le plan SAB suivant SH, foi 
mant avec SP, le faisceau harmonique S.MNHP,. I 




même plan coupera le plan de la section suivant la 
droite mn parallèle à SP, et divisée en deux parties 
égales au point h par le rayon conjugué SH. Ou reste, le 
point h appartient à la fois au plan de la section, au 
plan SAB, qui sont fixes, et au plan variable SP,MN; 
donc le lieu de ce point, qui est le diamètre relatif aux 
cordes parallèles à SP|, est la droiie d'intersection du 
plan de la section et du plan SAIi qui sont fixes, soit la 
droite ab. 

Puisque le pôle P, de la droite AB est situé sur XY, 
la polaire AB de ce point doit passer par le pôle P de 
XY, etsil'on considère le plan variable dans la position 
SP|P, ou peut en conclure que le diamètre nb, divisant 
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i:n pai-lit;s égales les cordes iiaralléles à SI',, passe paf 
le centre lo de la secLioii, 

Prolongeons AB, polaire du point P,, jusqu'à sa ren- 
contre avec XY en l\, la droite P.Cpb, passant par 
les pôles P, et P des droites AB et XY, sera la polaire 
de leur point commun Pï ; il en résulte que le faisceau 
S. ABPPî est harmonique ; le diamètre ab et la droite 
SPa sont parallèles comme intersections de deux plans 
parallèles par un troisième, et le diamètre ab qui divise 
en parties égales les cordes parallèles à SP, passe au 
centre et est divisé par ce point en deux parties égales. 

En cliercliant le diamètre qui divise en parties égales 
les cordes parallèles à SP3, comme nous l'avons fait pour 
celui qui divise en parties égales les cordes parallèles à 
SPi, nous trouvons la droite cd parallèle à SPi ; les 
diamètres de la section elliptique se partagent donc en 
roupies, tels que chaque diamètre d'un couple divise en 
parties égales les cordes parallèles à l'autre: ils sont 
conjugués deux à deux . 

IV". Propriété des diamètres conjugués de la section 
elliptigue. — Si nous considérons le triangle PPiP^ 
de la Jig. 2, nous pouvons remarquer que chacun de 
ses sommets est le pôle du côté opposé par rapport au 
cercle directeur du cône; on peut, d'après cela, lui don- 
ner la dénomination de triangle autopolaire. 

De plus, comme la polaire d'uu point par rapport h 
un cercle est perpendiculaire au diamètre qui passe par 
le pôle, il en résulte que les droites OP, OP,, OP^, 
sont respectivement perpendiculaires à P,Pj, PPs, PP, , 
et qu'en conséquence le point O, centre du cercle 
directeur, est le point de concours des hauteurs du tri- 
angle PP,P,. 

Les poinlsP et P, conjugués hariuoiiiqut'S par rapport 
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;'i C et I) soiU siLuM d'un iuî:mi! côtL' du point milieu d<; 
la corde CD, d'où résulte que l'angle PiPP, est obtu?, 
et que la droite OP, perpendiculaire sur PiP^, rencontre 
cette droite au point I entre Pi et Po. 

Les deux triangles PilO, PIPj, dont nous n'avons 
pas tracé le côté OP, , pour ne pas compliquer la figure, 
sont semblables; car ils sont rectangles en I ut leurs 
angles lOP, , IPaP sont égaux comme ayant leurs 
côtés respectivement perpendiculaires; d"où l'on conclut ; 



ll'iXlF.^il' X IO = (tO — OP)x 10 

.-^ ïo^— OP X 10 = îô^ - ns 

c'est-à-dire que : les parallèles à deux dianielres con- 
jugués d'une section ellipUijue, menées par le somme/. 
du cône, déterminent:, sur l' intersection de leur plan 
avec celui de la directrice circulaire, deux points 
V, , Pa, situés de part et d'autre de la projection I du 
centre du cercle sur la même droite, et tels que le 
produit de leurs distances au point I soit constant, et 
égal à la puissance du point 1 par rapport au cercle 
directeur, au signe près. 

Si l'un des points P,, P^ s'éloigne à l'infini, l'autre 
vient coïncider avec le point I, de sorte que le dia- 
mètre conjugué de celui qui esl parallèle à XY a la 
direction de SI. 

Remarque. — Si l'on considère le point P comme un 
centre d'homolliétie, le système de deux diamètres con- 
jugués d'une section elliptique a pour homologue le 
système de leurs parallèles menées par le sommet du 



y Google 



( :„ ) 
cÙLie, le rapport d'iiomotliétie étant pg- {/ig- 2); la 
droite homologue de XY est la trace du plan de la 
section ellipticjue sur celui de la directrice circulaire, 
et il en résulte que deux diamètres conjugués de la sec- 
tion interceptent sur cette dernière droite, à partir de 
la projection sur elle du centre O, et de part et d'autre, 
deux segments qui ont avec IP, , IP^, le rapport con- 
stant :p^; d'où il suit que le produit de ces segments est 
aussi constant, puisqu'il est égal à IP, X IPj -^ { pg ) 

V. j4xes de la section elliptii/ne. — Second sjstème 
de sections circulaires . — On déduit facilement du 
numéro précédent la cou s truc lion des axes de la section 
elliptique. Observons d'atord que, dans cette section, 
cliaque diamètre ayant un diamètre associé qui lui est 
conjugué, à chaque axe correspondra uii second axe per- 
pendiculaire au premier et qui formera avec lui un 
système de diamètres conjugués rectangulaires. Dès 
lors, et d'après le numéro précédent, pour trouver les 
parallèles aux axes menées par le sommet S du cône, 
{fig- 2), il suffira de mener par ce point, et dans le 
plan SXY, un système de deux droites rectangulaires 
interceptant sur XY à partir du point 1, et de part et 
d'autre, deux segments dont le produit soit égal à la 
puissance du point ï par rapport au cercle O, au signe 
près. D'après cela, si uous prolongeons SI d'une lon- 
gueur ISi, telle que le produit ISxIS, soit égal à 
01 — R*, les deux points S, S,, et ceux où un système 
de parallèles à deux axes conjugués menées par le point 
S coupent XY, sont situés sur un même cercle dont le 
centre se trouve sur XY, à sa rencontre avec la perpen- 
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De là sa couslructioii : Au milieu de SS( et dans 
le plan SXY on élève une perpendiculaire dont on 
prend le point commun avec XY, de ce point comme 
centre on décrit, un cercle passant par S et S,, les 
points oii la circonférence de ce cercle rencontre 
XY étant unis au point S par des lignes droites, ces 
droites donneront les directions d'un système d'axes 
conjugués. 

Le problème admel toujours une solution, il eu admet 
généralemeJit une seule, d'où résulte que la section 
elliptique admet un et un seul système de deux axes 
conjugués qui peuvent être construits. Un seul cas d'in- 
délerminalion peut se présenter : celui où SS, serait 
perpendiculaire à XY et divisé par cette ligue en I en 
deux parties égales ; dans ce cas tous les systèmes de dia- 
mètres conjugués de !a section seraient rectangulaires. 
Pour qu'il en fût ainsi, il faudrait que le plan SOI fût 
perpendiculaire à XY, en conséquence au plan du cercle 
directeur et au plan de la section, ou encore que le 
plan de la section fût perpendiculaire au plan projetant 
orthogonalemeut SO sur le plan de la directrice circu- 
laire; en second lieu qu'on eût l'égalité 



ce qui exigerait que la droite IS fût antiparallèle du dia- 
mètre 10 par rapport aux génératrices du côue passant 
par les extrémités de ce diamètre. 

On peut voir que dans ce cas la section est circulaire; 
en effet, considérons cette courbe dans son plan {fig. 3) : 
soit w son centre. Traçons le diamètre ïixe flwi, et 
unissons les extrémités a, ft à un point quelconque M 
de la courbe 5 construisons encore les deux diamètres 
w/c, i^gd, qui divisent Ma, Mh en parties égales; mt. 
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md sonL rcspecltvemciit parallèles à Mb etJVIii, piilscjui 
dans le triangle «Mi ces droites unisscul les milieux di 
deux côiés. 

Pi g. 3. 




Les deux diamètres wc, wrf sont conjugués, puisque 
chacun d'eux divise en parties égales les cordes paral- 
lèles à l'autre; de plus ils sout rectangulaires d'après les 
hypothèses faites; en conséquence, les droites Mè, Ma, 
qui leur sont respectivement parallèles, sont rectangu- 
laires, et la courbe lieu des sommets des angles droits 
dont les côtés passent par deux points fixes, «, b, est 
une circonférence de cercle. 

Cette section et les sections parallèles constitueut un 
nouveau système de sections circulaires du cône. 

En dehors de ces sections et de celles qui sont paral- 
lèles au cercle directeur, il ne peut se trouver d'autres 
sections circulaires, car ce sont les seules parmi les sec- 
tions elliptiques,'et les autres, étant illimitées, ne peuvent 
être circulaires. 

VI. Construction de; deux diamètres conjugues de. 
lasection elliptique faisant entre eux un angle donne. 
— Si nous nous reportons ii ia^^. a, et d'après la pro- 
priété des diamètres conjugués établie au n" IV, Chap. I, 
nous voyons que, pour construire les parallèles à deux 
diamètres conjugués faisant un angle donné menées par 
le sommet, il suflira, après avoir prolougi^ SI de IS, sa- 
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tisfaisa.it;. i'ûgalilû 

IS X !S| -- Ôï"~ Kî, 

de faire passer par S et S, un cercle tel que le segment 
passant par le poi.it S el intercepté par XY soît capable 
de l'angle donne, et d'unir au point S ses points eom- 
mims avec XY. 

Ce cerele peut encore être déterminé par les condi- 
tions de passer aux points S etS, el de couper XY sous 
l'angle donné. Pour résoudre simplement la question, 



Fig. 4. 




Iran si ornions la figure par rayons vecteurs réciproques 
dans le plan SXY, en prenant S pour pôle et pour puis- 
sance le produit SI X SS, . 

Supposant le problème résolu, soit Ole cercle cherché, 
passant par S et Si, et coupant XY, sous l'angle donné, 
en Pi eiP^ifîg. 4). La figure inverse de XY sera un cercle 
O, passant par le pôle de transformation S, et par le 
point Si transformé de I, ayant du reste pour diamètre 
SOj perpendiculaire à XY; ce cercle Oi peut être ainsi 
facilement construit. La figure inverse du cercle O sera 
une di-ohep,p^ passant en I point transformé de S(, et 
coupant le cercle O) sous l'angle donné; cette dernière 
donnée définit la longueur de la corde /'i/'j et en consé- 
quence sa distance au centre 0, , 

On voit ainsi que le problème ad.nct, généralement, 
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deux solutions, définies par deux positions de /j, /k symé- 
Iritjues par rapport à 10, ; les rayons chci'cliés sont les 
droites S/>i, S;?i. On voit toutefois que, le point I étant 
intérieur au cercle O) la corde ^, />2 ne peut couper ce 
cercle sous nu angle quelconque; l'aiigltt sous lequel si: 
coupent deux diamètres conjugués de la section ellip- 
tique a un minimum (iiigu), correspondant au minimuii 
de la corde p, />a, minimum perpendiculaire à 10, . 

VII. LuMME. — Soit (0 une section elliptique, RT la 
trace de son plan sur celui de la directrice circulaire 
du cône auquel elle appartient, AA' le diamètre paral- 
lèle à RT, BB' son conjugué rencontrant RT au point 6 
(fis- 3); il résulte dc'ce que nous avons vu au n" IV, 




Cliap. I, Rem., que deux diamètres conjugués de la 
courbe interceptent sur ET, à partir du point b, et de 
part et d'autre, deux segments dont le produit est 
constant. D'après cela, nous nous proposons de montrer 
que: 

Si par deux des extrémités des diamètres AA', Blî', 
nous menons deux cordes parallèles AM, BN, de direc- 
tion (pielconque, les secondes extrémités M, N de ces 
cordei sont nussi celles de deux diamètres conjugués. 
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Pour cela, construisons les diamètres MM', NJ\', et 
prolongeons-les jusqu'à leurs rencontres avec Rï en m 
et h; construisons aussi le diamètre QQ' parallèle à AM 
et son conjugué PP' qui divise AM et BiV en parties 



n-oloi 



s diamètres 



es jusqu 



i leurs 



contres avecRT en q et p. 

Le faisceau des quatre droites wP, wQ, wA, wM est 
harmonique, puisque la parallèle MA au rayon (uQ est 
divisée par les trois autres en deux parties égales ; il en 
résuite que la parallèle Rïau rayon toA est divisée par 
les trois autres en deux parties égales; on a donc nt^ ^ «ii^ , 
ou, reportant les distances à l'origine /), 

hp + bm — hq — bm, 



Le faisceau formé par les quatre droites wP, wQ, wN, 
wB est aussi harmonique, iïN parallèle à wQ étant di- 
visée par les trois autres en deux parties égales; ce fais- 
ceau est coupé par RT aux quatre points p, (f, b, n, tels 
que les deux derniers soient conjugués harmoniques des 
deux premiers, d'où l'on déduit, re|)onaiil l'origine des 
distances au point è, 



ou faisant le jM-odui 
moyens, transposant 




■>.bp X bq = ba>:.{bq — bp) = -ibm X bit. 

hp X hq esi le produit des segments interceptés sur 
UT à partir du point h par les diamètres conjugués wP, 
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loi}'., le produil des segmeiils ô/n, Z>«, juterccptcs du lu 
niùtne manière par les diamètres wM, eoN, lui étant 
égal, on doit en conclure que ces diamètres wM, wiN, 
sont conjugués, ce qui démoulre le lemme énoncé, que 
nous généraliserons du rcsie dans le Cliapitre suivant. 

Premières propriétés métriques des diamètres 
de l'ellipse. Théorèmes d'Apollonius. 

\ ni. Considérons toujours Ufig. 5 : les coi-des AM, 
ILN éunt parallèles et le diamètre mP les divisant en 
parties égales, divise aussi le segment HK de AM en 
deux parties égales, de sorte que le point I est le milieu 
commun de AM et de HK ; on en conclut KM = HA, et 
HM = KA. 

Delà l'équivalence des trianglesKwA, UwM, (lui ont 
un sommeteommunenw et leurs bases égales KA,HM, 
.situés sur la même ligne droite; d'où 

KtûA = HtoM. 

De même les triangles KAli, HNM sont équivalenls, 
.■omme ayant les bases KA, HM égales et en ligne 
droite, et jnèmes hauteurs puisque leurs .sonniiets lî, K, 
sont sur une parallèle à la hase; d'où 

KAIÎ = 1IM\. 

jVjoutant niciiilji'e ,^i niembte les deux égalités précé- 

c'est-à-dire que le triangle ayant pour côtés deux demi- 
diamètres conjugués quelconques a une valeur constante 
égale à celle du triangle wÂlî, d'où l'on peut déduire le 
premier des TiiKORÈMr.s n'ApoLLONrus, i|ui s'énonce 
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ainsi : Le parallélogramme construit sur deux demi- 
diamèlres conjugués quelconques d'une ellipse est équi- 
valent au rectangle construit sur les deux demi-axes. 
On voit, pour les mêmes motifs, li;s éqnivaienciîs de tri- 
angles 

LuKM = toHA, MKU = HNA, 



tajoi 



mbre à 



du reste wAA est évider 
ces triangles ont des base 
en déduit 



a Mlî = 



à wNA', Ci 



„ N_V'. 



Il résulte du lemme établi au numéro précédent que les 
cordes BM, JVA' sont parallèles; car, si par A' on mène 
une parallèle à BM, elle doit passer par l'extrémité du 
diamètre conjugué à wM, c'est-à-dire par le point N. 
(Voir la note à la fut du présent numéro.) 

Les cordes BM, NA' étant parallèles, leurs points 
milieux D, C sont sur un même diamètre wCD qui sert 
de médianes aux triangles écjuivalents wMB, wNÂ'. Si 
du point 0) nous abaissons la perpendiculaire commune 
wEF aux cordes parallèles ]VA', BM, on a, d'après un 
ibéorème connu, dans cliacun des triangles ONA', w BM, 



wM =3B.MxFD, 

Lieles-oEC, t-iFDsontsenil)lablef 
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MulLÎpliaiil les (.leu>: mcnibius par ~,< nous avons 

BM X FD _ BM X Fio _ i^mUM _ 
NA' X EC ~NA'x E(o"^ 2(uA'N'" '' 

d'oùNA'x EC ^ BM X FD, et introdulsaiu c<;Lte éga- 
lité dans les deux précédenles, 

^" — ^'' = (Tiî' — ^^ 

[iHi- truris|iosiiio]i ta observant qin' wA':^ coA, ou a 

^' + i^"=^ ^"Â'^^i^B'. 

c'ost-.vdire cjuu la somme des carres de deux demi- 
diamètres conjugués quelconques d'une section e/lip- 
li(/ue est constante, et, en conséquence, égale à lasomme 
des carres des demi-axes, ce qui est renoncé du second 
des Théobèmes d'Ai'Ollohius. 

Noce. — Nous avons admis que la parallèle à BM mcuée par le [joint 
A' passait en M ; ea elfet, si elle u'y passait pas, elle passerait par N', 
d'après le lenime cité; mais, comme A'N' est parallèle à A^, il fau- 
drait que AN fût parallèle à BM; dès lors la Tigitre AMBN seraitun 
parallélogramme, dont les diagonales A6, MN devraient passer par 
le centre; il faudrait donc que B coïncidât avec A', ce qui est impos- 
sible. 

Du centre et des diamètres dans la parabole. 

IX. 1.0 centre de la section paraboliijae jiasse à 
t'injtni. — Supposons qu'un plan, passant par Je som- 
met S d'un cône dont la dîrecli'ice est le cercle 0{fig. 6), 
coupe d'abofd la i)lan de la difcclrice circulaire suivant 
une droite XY qui ne ri^ncontre pas celle courbe ; un 
plan parallèle con|)era le cône suivantune section ellip- 
tique dont le centre sera à l'intersection du plan sécant 
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el <](! la droite unissant ia sommt; S au pôle P do XY 
(Cliap. I. 11° II); si nous admettons aiaucllement que la 
(Ii'oite XY se déplace d'mic manière continue en se 
rapproclianl du centre et iusqu'à devenir tangente au 
cercle directeur, son pôle P viendra se placer au point 
de contact, la droite SP viendra coïncider avec la géne- 

Fig. fi. 




ratrice de contact du cône et du plan tangent SXY, et, si 
le plan sécant reste constammenl parallèle au plan SXY 
à l'instant précis on XY deviendra tangente an cercle O, 
SP deviendra parallèle au plan sécant, et l'intersection 
de celte droite avec le plan passera à l'inllni dans la di- 
lection de SP; comme, au même instant, la section 
deviendra parabolique, on doit considérer le centre de 
cette section comme situé à l'infini. 

X. Tous les diamètres de In parabole sont rectili- 
gncs et parallèles. — Considérons toujours \ai Jig. 6, 
construisons la droite SP) parallèle aux cordes du milieu 
desquelles nous cherclions le lieu. La droite SP), paral- 
lèle au jilan sécant, est située dans le plan SXY : con- 
struisons la polaire AP du point P,, le point Pi étant 
situé sur XY, la polaire AP passera par le pôle P de 
XY. Par la droite SP, faisons passer un plan variable : 
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dans loutes ses positions ii coupura le plan sécant suivant 
une parallèle a SP). Soient SMJN" une de ses positions, 
SM, SN les génératrices suivant lesquelles il coupe le 
cône et SH son intersection avec le plan SAP, les quatre 
droites SM, SN, SP, , SH forment un faisceau harmo- 
nique; la droite mn, intersection de ce plan SMN et du 
plan sécant, et dont les extrémités m, n apparliennent 
à la section, est divisée en deux parties égales par le 
point h où elle est rencontrée par le rayon SH conju- 
fiué de SP, , puisqu'elle est parallèle à ce dernier rayon. 
Le point k dont nous clierchons le lieu est situé à la 
tois dans le plan sécant et dans le plan fixe SAP, le 
diamètre cherclié est dans la droite ap, intersection du 
plaii sécant et du plan SAP; np est parallèle à SP 
comme intersection de deux plans parallèles par uii 
troisième : donc dans la parabole tous les diamètres 
sont des droites parallèles. 

XI. Propriétés des diamètres de [a parabole. ■ — ■ 
Les diamètres de la parabole ne coupent cette courbe 
qu'en un point situé à distance finie; en effet, on peut 
obtenir tous les diamètres de la parabole en coupant 
son plan par un plan variable tournant autour de SP 
ijig- 6); or chacun de ces plans coupe le cône suivant 
la génératrice SP, parallèle au diamètre correspondant, 
et suivant une seconde génératrice non parallèle; le 
diamètre rencontrera la seconde seule de ces généra- 
trices à distance finie, et la premières l'infini; il n'aura 
donc avec la parabole qu'un seul ])oint commun à dis- 
tance finie. 

L'angle sous lequel un diamètre d'une parabole coupe 
les cordes correspondantes est égal à l'angle PSP) delà 
fig. 6; cet angle peut passer par tous les états de gran- 
deur. 
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li juml passer une seule fois par l'état égal il tiii angle 
droit si l'on prend SPi perpendiculaiie à SP; il en ré- 
suite que la section parabolique admet un et un seul 
axe, et un seul sommet qu'on peut déterminer d'après 
ce qui précède. 

On peut encore, d'après ce qui précède, construire 
les diamètres de la parabole coupant les cordes corres- 
pondantes sons un angle donné; le problème est tou- 
jours possible et le nombre des solutions i;. 



! cas pi 



rtienlier de l'angle nul, SP, vient s 



'ce SP; il en est de même de SA: le plan SPA devient 
tangent suivant SP, se confond avec SXY, et le diamètre 
correspondant passe h l'infini, car le plan SXY est pa- 
rallèle au p!andelaeollrb^^ 



Du centre et des diamètres dans l'hyperbole ; 
premières propriétés de direction. 

XII. Ln section hyperbolique a un centre. — Soit S 
le sommet d'un c6ne dont O est le cercle directeur 
{fig- 7) : considérons une section hyperbolique, le plan 
parallèle au plan sécant mené par le sommet coupera le 
plan de la base suivant une droite XY rencontrant la 
directrice en deux points réels. Soit P le pôle de XY 
par rapport au cercle directeur, il lui sera extérieur; 
unissons le pôle P au sommet S par une droite rencon- 
trant le plan de la section en c, et faisons passer par 
cette droite un plan variable dans des limites telles 
qu'il rencontre le cercle O eu deux points D, E, et la po- 
laire XY de P en F. Construisons les génératrices SD, 
SE, intersection du cône et du plan auxiliaire, et aussi 
la droite SF : le plan auxiliaire coupera le plan de la 
section, qui est parallèle au plan SXY, suivant une 
droiu: de parjilléle à SF et passant paj' le [loint c; les 
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points rf, e, apparlieiidront à la seciîoji, puisqu'ils sont 
situés à l'intersection d'une droite du plan sécant et de 
deux génératrices du cône. Mais le faisceau S.DEFP est 
harmouîfjue, dès lors la droite dce, parallèle au rayou 




SF, est divisée par le point c en deux parties égales; 
on en conclut, par les motifs donnés à l'occasion de la 
section elliptique (Cli, I, n" II), que le point c est un 

centre de la section hyperbolique, 

XIII. La section hjperbohi/iie n'admet que des dia- 
mètres rectitignei ; ces diamètres passent tous par le 
centre; ils sont conjugués deux à deux. Sur deux dia- 
mètres conjugués de l'hyperbole l'un rencontre la 
courbe et l'autre ne la rencontre pas. — Soit S le 
sommet d'un cône dontle cercle directeur estO(yîjO-. 8) : 



proposons-n 



■■ de trouver les diamètres d'une section 



hyperbolique; pour cela menons par le sommet du cône 
un plan parallèle à celui de la section, il coupera le 
plan du cercle directeur suivant la droite XY rencon- 
trant la circonférence en G el K. Menons encore par le 
L. M. 3 
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sommet S une parallèle à la dire(;tif>ii des cordes dont 
le milieu décrit le diatiièlre que nous cherchons; <:ette 
parallèle coupera XY en un point P| ou P^, qui peut 
être extérieur ou intérieur au cercle; considérons 
d'abord le point extérieur P,. 

Construisons la polaire AB du point P|, et faisons 
tourner un plan variable autour de SP( ; cou sidérons-le 
dans la position où il coupe le plan du cercle directeur 
suivant MN, il coupe le cône suivant les génératrices 
SM, SN, et le plan SAB suivant SII formant avec SP, 




le faisceau iiannouïtjue S-NMllP,. Il coupo, eu outre, 
le plan de la section suivant la droite mn, corde de 
l'hyperbole parallèle à SP, et dont le milieu h est dé- 
terminé par son intersection avec SH, rayon conjugué 
de SPj. Le pointa, qui décrit le diamètre cherché, se 
trouve à la fois daus le plan SAB et dans le plan de la 
section, qui sont fixes : donc ce diamètre est une ligne 
droite. 

Si la trace du plan variable sur le plan du cercle di- 
recteur tourne autour de P, depuis la position P, A, où 
elle est tangenle à ce cercle, jusqu'à la posiliouP,X, 
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ri eu re du cône, tt la corde se déplace parallèlement à 
elle-mÈme depuis la position où elle est tangente en a 
jusqu'à l'infini; et, si cette trace tourne depuis la posi- 
tion P,B jusqu'à P,X, les cstrémités de la corde mn res- 
tent sur la nappe supérieure, et la corde mii se déplace 
parallèlement à elle-même depuis la position où (-lleesl 
tangente en h jusqu'à l'infini; les autres positions du 
plan variable, ei en particulier la position SPiP, pas- 
sant parle pôle P de fa droite XY, coupent le plan de 
la section suivant des droites parallèles à inii situées 
entre les deux branches de la courbe et ne la rencon- 
trant pas. 

Le point P,, pôle de la droite ÂB, étant situé sur XY, 
la droite AB passe par le pôle P de XY; et P^ étant 
l'intersection des droites AB et XY sera le pôle de la 
droite P, P qui unit les pôles de ces droites. 

La droite SPa et le diamètre «5; dont nous venons 
d'établir l'existence, sont parallèles, comme intersec- 
tions du plan de la section et du plan SXY, qui sont 
parallèles, par le plan SAB; et, comme le faisceau 
S. ABPPa est harmonique, ab, parallèle à SPa, est divisée 
en deux parties égales par le rayon SP, au point o) qui 
est le centre de la section. 

On verrait de même, en faisant tourner un plan va- 
riable autour de SP^, que les cordes de l'hyperbole qui 
lui sont parallèles sont divisées par cd en deux parties 
égales; dès lors cd est le diamètre divisant en parties 
égales les cordes parallèles à SPj qui toutes coupent la 
courbe en deux points situés un sur chaque branche; 
ab et cd sont donc deux diamètres conjugués dont l'un 
rencontre la courbe pendant que l'autre ne la rencontre 
pas. 
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XIV. Propriétés des diamètres conjugués de l'hy- 
perbole. Asymptotes. — Comme nous l'avous vu pour 
l'ellipse, 11» IV, Cliap. I, le triangle PP, P, de la fig. 8 
est tel que chacun de ses sommets est le pôle du côté 
opposé; ou peut donc aussi lui conserver ia qualification 
A' autopolaii-e . 

Les points P, et Pj étant conjugués harmoniques par 
rapport à G et K. sont situés d'un même côté du milieu I 
de GK, el l'on ala relation IP, xIP2==Ïk' = R^— Ôï', 
plus immédiate que dans le cas de la section elliptique. 

On peut, comme dans le cas de l'ellipse, s'en servir 
pour déterminer les axes et les sommets, et aussi deux 
diamètres conjugués faisant un angle donné, observant 
que dans le cas actuel : i" le système des deux axes est 
toujours déterminé; a" le minimum de l'angle aigu de 
deux diamètres conjugués est zéro, car les directions des 
deux diamètres conjugués menées par le sommet, soit SP, 
et SPa, peuvent coïncider suivant SK ou SG. 

Les mêmes questions peuvent être résolues plus sim- 
plement en se fondant sur la remarque importante qui 
suit. 

Reniarcjue. — Les tangentes au cercle O en G et K 
{fig- 8) vont se couper au pôle P de la droite GK., 
puisque la droite GK passe par les pôles G etKdes tan- 
gentes. Les plans SPG, SPK sont tangents au cône sui- 
vant les génératrices SG, SK qui rencontrent le plan de 
la section à l'infini. Ces plans tangents coupent le plan 
de la section suivant les parallèles à SG et SK menées 
par le centre w, et tangentes à l'hyperbole aux points 
situés à l'infini; ces droites prennent le nom ^asym- 
ptotes. Les deux diamètres conjugués ah^ cd. el les deux 
asymptotes, étant respectivement parallèles aux rayons 
du faisceau harmonique S.GKP,P|, sont quatredroites 
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formant ell<;s-mèmcs un faisceau harmonique, et Ion 
peut en eonclure que ab et cd, tliamèlres conjugués de 
l'iiyperbole, forment aussi uu système de diamètres 
conjugués du système des asymptotes. Dès lors, pour 
résoudre les questions, précédant la présente remarque, 
pour l'hyperbole, il sullîl de les résoudre pour le système 
des asymptotes, et elles n'offrent alors aucune diffi- 
culté. 



Propriétés des sécantes à l'hyperbole et au système de 
ses asymptotes; construction de la courbe par points; 
intersection d'une droite et d'une hyperbole. 

XV. Soient AB, CD les asymptotes d'une hyperbole 
qui se coupent en son centre O {Jîg- 9), une sécante 
PPi rencontrant les asymptotes aux points P et P), et la 




courbe aux points M et M,, 01 le diamètre divisant 
MIVl, et les cordes parallèles en deux parties égales^ il 
résulte de la remarque du numéro précédent que 01 di- 
vise aussi PP, en deux parties égales; d'où 



IM ^ IMi, 



et, retranchant membre à membre, PM = PM, . 

C'est-ii-dire que tes segments d'une sécante compris 
entre ses points communs avec la courbe et avec les 
asymptotes sont égaux. 
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Ladéinoastralîon s'ap()lique éviJeimneiilsi les points 
M et M| appartiennent à deux brandies diiiërcntes. 

Corollaire. — Si la sécante tourne auloui' du point 
M jusqu'à ce que le point M, vienne se réunir avec lui, 
à cet instant elle iluvicnt tangente à la courbe en M, 
et, comme l'égalité PM = P, Mj a constamment lieu, il 
en résulte que ; le point de contact d'une, tangente à 
une hyperbole, liiiiilée aux asymptotes, divise cette 
droite en deux segments égaux. 

Considérons actuellement une seconde sécante QQi 
parallèle à la première : soient iV et N, ses points com- 
munsavecla courbe; unissons MN, par une ligne droite 
rencontrant les asymptotes en R. et R, 5 d'après ce qui 
précède, nous aurons les égalités 

I'M = P,Mi, PM,= PiW; 
RM = RiN,, RNi = RiM; 
QN =QiN„ QN, = Q,N. 

Les deux triangles PRM, QRN, sont semblables, et 
l'on en déduit 

de la similitude des iriaiigles R, N, Q,, R,MP,, on 



lue aussi 



MF, 



mais, d'après les égalités précédentes, les seconds 
membres des deux dernières égalités sont identiques; 
les deux premiers membres sont donc égaux, d'où 



l'ir Qi^, 
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1 tenaiii compte des égaillés précédei 



Q,N 



QN 



MP X HPi = NQx NQ,. 



C'est-à-dire (]tte le produit des segments d'une droite 
compris entre un point de la courbe et les asymptotes 
reste invariable i/ua/id la droite se déplace parallèle- 
ment à une direction fixe. 

Corollaire. — Ce produit des deux segments d'une 
sécante est égal au carré du segment de tangente paral- 
lèle, et compris entre le point de contact et une asym- 
ptote. 

Ou peut déduire de la première de ces propriétés un 
moyen de construire ta courbe par points, quand on 
connaît ses asymptotes et un point. 

Considérons, en eflet, les asymptotes AB, CD d'une 
hyperbole, et un point M de la courbe {fig- 9), en me- 
nant par le point M la sécante RMR, et prenant à partir 
deR, le segment R,N, = RM, nous aurons, eu N, , le 
second point commun de la sécante et de la courbe, et 
nous pourrons en construire ainsi autant que nous vou- 
drons. 

D'après la seconde de ces propriétés, on peut con- 
struire, au moyen des mêmes données, les points com- 
muns d'une hyperbole el d'une droite quelconque. 

Soient à trouver les points communs de l'hyperbole 
dont on connaît les asymptotes AB, CD, et le point M, 
[fig. 9), avec la droite QQi ; menons par le point M ta 
parallèle PP, àC^Q^^, il suffira de partager QQ, en deux 
parties QN, KQ, ou QN, , N,Q,, telles qu'on ait les 
égalités 

QN" X KQ, = PM X MP, = QNi x JNiQ,, 

ce qui revient à construire un rectangle équivalent à un 
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rectangle donné, connaissant la somme des côtes, pro- 
blème dont la solution est anciennement connue. 

XVI. Deux droites qui se coupent, considérées 
comme asymptotes, et un point, définissent unehyper- 
bole. — il s'agit de démontrer Cjue, étant données deux 
droites qui se coupent et un point, on peut construire 
une hyperbole ayant ces deux droites pour asymptotes 
et passant par le point. 

Pour cela, prenons un cône dont le sommet soit S et 
le cercle directeur 0, et tel qu'il existe sur sa surface 




deux génératrices SG, SK, faisant un angle égal à celui 
des droites données, qui comprend le point donné, 

{fis- ■»)• 

La figure composée des deux droites données et du . 
point donné pourra s'appliquer sur GSK, soit N la posi- 
tion que prendra le point donné après cette superposi- 
tion. Déterminons le pôle P de la droite GK, menons la 
droite SP cl faisons passer un plan par SP et le point 
N; ce plan coupera îe cône suivant ia géiiéiatrice SM; 
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menons par le point N la parallèle iNw* à SP, et par le 
point m, où cette droite rencontre SM, la droite ini^ 
parallèle à SN; enfin par le point w un plan parallèle à 
GSK, (]ui coupera les plans SPG, SPK, suivant les droites 
wï, <oR. 

La figure formée par les trois droites wï, loR, ww 
est supei'posable sur celle qui est composée de S(i, SK, 
SN, car ces droites sont parallèles deux à deux comme 
intersections de deux plans parallèles par un troisième, 
el de plus lùm = SN, comme côtés opposés d'un paral- 
lélogramme, 11 en résulte que les deux droites elle point 
donnés peuvent s'appliquer simultanément sur ti)T, (iiR 
et m, et, comme le plan TuR coupe le cône suivant une 
hyperbole ayant pour asymptotes loT, wR et passant par 
le point m, tetliéorème se trouve démontré. 



Premières propriétés métriques des diam.ètres 
de l'hyperbole. 

XVII. Définition de l'hyperbole conjuguée d'une 
hyperbole donnée. — Si l'on considère une hyperbole 
ayant pour asymptotes AB, CD, et passant par le point 
M (Jig- I i)î que par chacun de ses points on mène des 
parallèles à une des asymptotes, CD par exemple. 




r point de 



d'une longueur égale au delà de 
c l'autre asymptote, de sorte 
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que HM, = HiM, IN, = IN, ..., les points M,, N, 
obtenus décrivent une autre hyperbole ayant les i 
asymptotes et qui est dite eonjuguée de la première. 

Il suffit, pour justifier celte définition, d'établir que le 
lieu des points M|, N,, ... est une nouvelle hyper- 
bole, ou que, considérant M, comme fixe et N, comme 
variable, on a, pour toutes les positions do N sur la pre- 
mière hyperbole, PiM, =^N,R, d'après la proposition 
démontrée au iiuniéro précédent et la construction par 
points de l'hyperbole établie au n" XV. 

Or, les droites MM,, NN, étant parallèles et divisées 
en parties égales par les points H, I, les droites M)N), 
MN, vont concourir en un même point K de OB; et les 
segments P,M,, N.K, proportionnels à PM et NK qui 
sont égaux (n" XV, Chap. I), sont eux-mêmes égaux. 

Il est évident, d'après un théorème connu, que les 
droites MN, M)N( interceptent sur la deuxième asym- 
ptote des segments égaux OP, OP, ; dès lors, si l'on unis- 
sait le point O aux milieu!! respectifs de KP, KP,, on 
formerait un parallélogramme dont les côtés issus de O 
constitueraient un système de diamètres conjugués de 
chacune des hyperboles conjuguées. 

Si l'on supposait que le point N se déplaçât sur l'hy- 
perbole à laquelle il appartient jusqu'à ce qu'il vînt coïn- 
cider avec M, en même temps N, se réunirait à M,, les 
deux droites PM, PjM, deviendraient simultanément 
tangentes aux deux hyperboles et seraient divisées par 
les points M et M, en deux parties égales. 

Dans ces conditions, et par définition, OM et OM) 
sont ce qu'on appelle les longueurs de deux demi-dia- 
mètres conjugués de l'une ou de l'autre des deux hyper- 
boles conjuguées, observant qu'un seul des deux ren- 
contre chaque courbe. 

On peul encore rcoiarcjuer d^ms celle figure limite 
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ï coitstruil sur deux demi-dia- 
mètres conjugués a une de ses diagonales en coïnci- 
dence avec une de ses asympLoles, et la seconde diago- 
nale parallèle avec l'autre asymptote. 

El il en résulte qu'une deini-tangeuleliniilée au point 
de contact cl à une asymptote est égale et parallèle au 
demi-diamètre qui ne reneonlre pas la courbe, et qui 
est conjugué de celui qui aboutit au point de contact. 

Théorèmes d'Apollonius dans l'hyperbole. 

XVIII. D'après ce que nous venons de voir au numéro 
précédent, il est évident que le parallélogramme con- 
struit sur deux demi-diamètres conjugués est équivalent 
au triangle ayant pour base une tangente à l'extrémité de 
l'un d'eux limitée aux asymptotes, et pour cotés les seg- 
ments qu'elle intercepte sur les asymptotes^ ce triangle 
est lui-même le double du parallélogramme construit 
en menant par le milieu de sa base, extrémité du diamètre 
conjugué de sa direction, des parallèles aux asymptotes. 

11 est facile de voir que ce dernier parallélogramme a 
une surface constante, et qu'en conséquence il en est de 
même de celle du parallélogramme construit sur deux 
demi -diamètre s conjugués, qui est le double de celle du 
précédent. 

En eliel, soient M et N les extrémités de deux dia- 
mètres d'une hyperbole ayant pour asymptotes AB et 
CD {fig. 12), construisons les deux parallélogrammes 
MPOQ, NROS, dont les côtés sont parallèles aux asym- 
ptotes, je dis qu'ils sont équivalents. Pour le démontrer, 
joignons MN par une ligne droite rencontrant les asym- 
ptotes en E et F, et unissons QR par une ligne droite; 
les deux triangles ERN, MQF sont égaux, puisqu'ils 
sont équiaiigles et oiU di-s bases é-ales, EN = MF; 
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en résulte qu'ils ont même hauteur, et que QR est 
rallèle à EF; dès lors les figures ERQM, NRQF sont 

s parallclogrammes équivalents comme ayant les bases 




EM et NF égales, et même hauteur. Or les parallélo- 
grammes ERQM, POQM d'une part, NRQF, NROS 
d'autre part, sont équivalents deux à deux; donc di; 
l'égalité ERQM = NRQF, on peut déduire 

POQM =NROS, 

ce qu'il fallait démontrer. 

D'après cela, le parallélogramjne construit sur OM 
et son demi-coiijugué, et le parallélogramme construit 
sur ON el son demi-conjugiié, qui sont les doubles des 
précédents, sont équivalents. 

On en conclut que le parallélograminp. construit 
sur deux demi-dianiètres conjugués d'une hjperbole 
est égal au rectangle construit sur les demi-axes, ce 
qui constitue le premier des Théobèmes d'Apolloïïius. 

Soit encore EF une tangente à une hyperbole dont 
les asymptotes sont AR et CD (Jig- i3), le point de 
contact I est placé au milieu de EF; CI et JF sont les 
longueurs des deux demi-diamètres conjugués. 

Menons, par le point I, IM et IN respectivement paral- 
lèles à AB et CD; IM sura médiane du triangle, et, si 
nous traçons JH perpundiculairo n OF, nous aurons, 
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01 — H-"'' = /|OM xMH, 



LS le triangle rectangle IMH, l'angle en M c 
i des asymptotes et en conséquence tixe; il 




suite que le rapport des côtés de l'angle droit est constant , 

- Mil , ,., ,. , , ,, 

soit -jâ =^ k; nous pouvons dans 1 égalité précédente 

remplacer MH par son égal a x: IH, ce qui donne 
01^-- ÔF* = 4ax OMx IH = 4aOMTN, 

OMIN étant le parallélogramme que nous avons démon- 
tré être constant dans le théorème précédent. 

De là résulte que la différence des carrés de deux 
demi-diamètres conjugués de l'hyperbole est constante 
et égale à la différence des carrés des demi-axes, ce 
qui est le second des Théouèmes n'ApoLLOKirs. 

Pôle et polaire dans les coniques. 

XIX. Si par un point ou pôle fixe pris dans le plan 
d'une conique on mène k la courbe une suite de sécantes, 
on donne le nom de polaire de ce point au lieu du point 
de chaque sécante conjugué harmonique du p61e par 
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rapport à si!s points de rencontre iivci' la cnurbi'. Ce 
li(!u est une droite. 

Les propositions connues sur pôles et polaires au 
eercie sont également vraies pour les coniques. 

Soit S le sommet d'un cône dont O est le cercle direc- 
teur {fig- 14) i considérons un plan sécant, el soil P un 
point de ce plan. Joignons S et P par une ligne droite 
que nous prolongeons jusqu'à sa rencontre, p, avec le 
plan du cercle directeur. Par SP faisons passer un plan 
variable coupant le cône suivant les génératrices SA, SB, 




et le plan de la section suivant PAB; nous cherchons le 
iieudu point Q, conjugué harmonique de P, par rapport 
à A et B. Le faisceauS.PQAB est harmonique, sesrayons 
prolongés rencontrent le plan de la base circulaire sur 
la droite ph, intersection du plan variable et de ce plan 
de base; les traces o et & de SA et SB sont situées 
sur la circonférence O, et le point y, trace de SQ, est 
conjugué harmonique de p par rapport à a et è. Il en 
résulte que q décrit la polaire inn de p par rapport an 
cercle O, qu'en conséquence Q se déplace dans le plan 
S/wra et décrit l'intersection de ce plan fixe et du plan 
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La polaire du poîut P par rappon à la conique est 
donc une droite, perspective, sur ]e pian de la conique, 
de la polaire par rapport au cercle O, de la perspective 
du point P sur le plan de ce cercle. 

Il en résulte immédiatemenl, en remontant aux pro- 
priétés des pôles el polaires par rapport au cercle : 

Que si le pôle P d'une droite D, par rapport à une 
conique, est situé sur une droite D, , réciproquement le 
pôle P, de la droite D, est situé sur la droite D; 

Que si une droite D, tourne autour d'un point fixe P, 
son pôle P, décrit la polaire D du point P; 

Que si le pôle P) d'une droite D, décrit une droite 
fixeD, cette droite D, tourne autour d'un point fixe P, 
pôle de la droite D. 
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CHAPITRE II. 

iK SBS USAGES. Thkorèwiîs 



I. Déânitiong; deux théorèmes de Géométrie. 

Si l'on considère trois points sur une ligne droite, ou 
donne le nom de puissance du premier, qui esl aussi 
désigné par un des mots pôle ou centre, par rapport aux 
deux autres, au produit des segments interceptés entre 
le premier et chacun des deux autres; la puissance est 
considérée comme positive ou négative suivant que les 
segments sont de mêmes sens ou de sens contraires. 

On sait que, si par un point fixe du plan d'un cercle 
on lui mène une sécante variable, la puissance du point 
fixe par rapport aux points de rencontre de la sécante 
et du cercle est un nombre constant, qui a reçu le nom 
de puissance du point par rapport au cercle. Celle puis- 
sance est représentée en grandeur et en signe par l'excès 
positif ou négatif du carré de la distance du point au 
centre sur le carré du rayon; il eu résulte que le lieu 
géométrique des points d'égale puissance par rapport à 
un cercle est un cercle concentrique. 

On sait encore que le lieu des points d'égale puis- 
sance par rapport à deux cercles, situés dans un même 
plan, est une droite perpendiculaire à la ligne des cen- 
tres et qui porte le nom A'axe radical. 

TnÉoniîME I. — Le lieu géométrique des points dont 
les puissances, par rapport à deux cercles, situés dans le 
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inéitieplan, sont, dans 

sième cercle ayant avec eiix même 

Soient O et 0( les deux cercles do 
caractérisant un point M du lieu {fig- 



■apjyort constant, est. u 
i, a le i 

, YY' r 




«/. 



dical des deux cercles et O, , on doit avoir par défini- 
tion, R et R) étant les rayons des cercles et O, , 



(i) MO — c(MO, = R' — allï- 

Or on sait que le lieu des points dont la somme des 
produits des carrés des distances à deux points fixes 
par des coefficients positifs ou négatifs donnés est con- 
stante est une circonférence de cercle dont le centre est 
sur la droite qui unit les deux points, sauf le cas où la 
somme des coefficients est nulle, cas auquel le lieu est 
l'axe radical. 

Le lieu est donc un cerele dont le centre est situé sur 
la droite qui unit les centres des deux premiers, reste à 
établir qu'il a avec eux même axe radical. La proposi- 
tion est évidente pour le cas où les cercles se coupent 
réellement; car l'égalité (i) est visiblement satisfaite si 
le point M vient se placer en un des points communs 
des deux cercles. Pour le démontrer dans le cas où ils 
L. M. 4 
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ne se coupent pas réellement, exprimons que chacun 
des points P et Q, où le lieu rencontre le diamètre 00, , 
satisfait à l'égalité qui les caractérise, nous aurons 

PA xPB _ Q A X Q B _ 

PC X PD " ^ '^^ QC X QD ^ "^ ' 

on, reportant l'origiiie au point II, où l'axe radical des 
deux premiers cercles rencontre la ligne des centres, 

(PH + HA)(PH-+-HB) = =;(HG-HP)(HD-HP), 
(QH -H HA) (QH H- HB) = a (QH - HG) {QH - HD). 

Ordonnons ces deux égalités, lues au premier membre, 
par rapport aux puissances décroissantes de HP et HQ, 
respect! vemenl, observant que HAxHB = HCxHD, 
que déplus HA + HB = 2H0et HC + HD=2H0,, 



iip-(, _ï)_i-5.up(H0H-aH0|) + nAxnc(i — ï)=o, 

Hq\i — a)-H2HQ(HO + aHO,)-^IIAxIID(i-a) = o; 

multipliant les deux membres de la première par HQ, 
les deux membres de la seconde par HP, et retranchant, 

(IIP X HQ — HA X HB) (IIP - IIQ)(i — a) = o, 

qui entraîne HP X HQ = HA x IIB, et établit la propo- 
sition, le point H étant d'égale puissance par rapport 
aux cercles O et 0^. 

Théorème II. — Le lieu géométrique des points 
dont la puissance par rapport à un cercle donné est 
à la distance à une droite donnée, comptée parallèle- 
ment à une direction donnée, dans un rapport donné, 
est un cercle ayant la droite donnée pour axe radical 
avec le cercle donné- 
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Soit O le cercle doniK: dont îe rayon est U, PQ la 
droite Joiinée, M un point du lieu {fig- i 




Ri;marquoiis que la distance de M à PQ, comptée pa- 
rallèlement à une direction donnée, est dans un rapport 
constant avec la distance MN, normale à PQ; il suflit 
donc de chercher le lieu demandé pour le cas de la dis- 
tance normale. 

Abaissons, du point 0,0H perpendiculaire à PQ, et 
du point M, MR perpendiculaire à OH; on doit avoir, 
par définition, 

MÔ'- R'-=« xMN, 

« étant une longueur résultant des données. 

Prenons sur OH, en sens contraire de OH si le point 
M est extérieur au cercle 0, et dans le même sens s'il 
est intérieur, une longueur 00) égale à ~y puis dési- 
gnons par w le point milieu de 00, ; joignons 0|M par 
une droite rencontrant PQ en S, etSOparune dei 
droite. 

Dans le triangle 0,0M, nous avons 



-OK ^(0,K — OK)(0,K-l-OK) 
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Dans le triauglu O, SO, un liouvo dt^ mémo 

0^'— 0S' = 'ÔJÏ^ — t>ïï^=(Oiir— OH}(0,II-i-OH) 
= aX(oII = <!X((oK-i-KH). 

Rttfanoliant ces deux égalités membre à membre, 

Ô^^— 0^*-(-Ôm' — ÔS*=axKH = <txMN; 

et, d'après l'égalité de définition, 

Cette égalité peut s'écrire 

Ô^^ — C^ivi^ = ÔS' — iV^; 

elle esprime que le point M du lieu appartient à un 
cercle fixe ayant 0, pour centre et PQ pour axe radical 
avec le cercle 0. 

Définitions . 

II. Si l'on considère une suite de couples de deux 
points situés sur une ligue droite, et tels que le produit 
des distances des deux points formant un couple à un 
point fixe de la droite soit constant, ces couples de points 
sont dits placés en inuolution. 

Le point fixe de la droite est le centre de l'involution, 
et le produit fixe en est la puissance. 

Il résulte de cette définition que si l'on considère une 
suite de cercles ayant un même axe radical, leurs points 
d'intersection avec une droite quelconque de leur plan 
sont situés en involulion, le centre de cette involution 
étant placé au point commun de la droite considérée et 
de Taxe radical commun aux cercles, et la puissance de 
l'involution étant celle de ce point par rapport aux 
cercles. 



y Google 



(53) 

11 en résulte encore que, si l'on considère sar une droiLR 
quatre points se correspondant deux à deux, que par 
deux de ces points correspondants on fasse passer un 
cercle, et par les deux autres un deuxième cercle, tous 
les autres cercles ayant même axe radical avec les deux 
précédents formeront, par leur intersection avec la 
droite, une Involution complètement déterminée par les 
quatre points considérés. 

Ainsi, un système de points en involution est déter- 
miné par deux cercles et une droite situés dans le même 
plan : cette définition ne suppose même pas les deux 
couples de points donnés réels ; en effet, les deux cercles 
donnés et la droite associée de leur plan commun peu- 
vent ne pas tous se couper réellement deux à deux. 

Si les deux cercles, qui, pris avec une droite de leur 
plan commun, déterminent une involution, ne coupent 
pas réellement leur axe radical, ou le coupent réelle- 
ment en deux points situés d'un inème côté de la droite, 
il existe, parmi les cercles ayant même axe radical avec 
les deux cercles donnés, deux cercles réels tangents à la 
droite en deux points qui se correspondent cliacun à 
lui-même, et qui sont dits points doubles de l'involu- 
l.ion; ces points doubles sont placés à égale distance 
du centre de l'involution et de part et d'autre de ce 
centre. Dans ce cas, deux points formant un couple sont 
essentiellement placés d'un même côté du centre, et de 
telle sorte que deux points d'un même couple compren- 
nent deux points d'un autre couple, ou soient compris 
entre ces deux points, si ces quatre points sont situés 
d'un même côté du centre^ la puissance de l'involution 
est alors positive. 

Dans le cas particulier où l'axe radical commun aux 
cercles deviendrait parallèle à ladroîtc, le centre de l'in- 
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voluiion ainsi que l'un des points doubles passeraient à 
l'intini ; le second point double resterait à dislance finie, 
au point de rencontre de la droite et de la ligne des cen- 
tres des cercles ; deux points correspondants quelconques 
seraient placés à égale distance du point double restant 
à dislance finie; la puissance de cette involution serait 

Si, au contraire, les deux cercles, qui, pris avec une 
droite de leur plan commun, déterminent une involution, 
coupent réellement leur axe radical en deux points situés 
de part et d'autre de la droite, deux points d'un couple 
se trouvent placés de part et d'autre du centre de l'invo- 
lulîon , un seul des points d'un couple se trouve compris 
entre deux points d'un autre couple; il n'existe pas 
dans ce cas de point double réel ; la puissance de l'invo- 
lution est alors négative. 

Dans tous les cas, si deux points d'une involution for- 
ment un couple, les deux points symétriques de ceux-là 
par rapport au centre forment aussi un couple; le point 
correspondant au centre passe à l'infini. 

Nous avons vu au commencement du présent numéro 
que deux couples de points a et a', h et h', situés sur 
une droite déterminaient une involution; si c et c' sont 
deux points d'un autre couple de la même involution, 
nous donnerons, pour abréger, la dénomination de rap- 
port involutif du point c par rapport aux deux systèmes 
de points a et «', h et h\ au rapport des puissances du 
point c par rapport aux deux systèmes de points a et a', 

h et è'; soit : ^r^^-^' 

D'après le théorème I, établi au numéro précédent, il 
est évident que le rapport involutif du point c est égal 
à celui du point d qui forme couple avec lui; et aussi 
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que, si les rapports involutifs de deux points do la 
droite par rapport à « et a\ b et h' sont égaux, ces deux 
points formant une involution avec a et a', h et b' . 

Si l'on considère un système de points en involution et 
qu'on les unisse par des lignes droites à un point fixe S, 
pris hors de la droite qui les contient, le système de ces 
droites de jonction forme un faisceau qui porte le nom 
de faisceau p.n involulion, le point S en est le sommet; 
dans le cas où l'iuvolutioii renferme des points doubles, 
les rayons qui passent par ces points sont dits rayons 
doubles. 



III. Théorème. — Toalo sécante rcchUgne à un 
faisceau en involution, ne passant pas par le sommet , 
détermine par ses intersections avec les rayons du fais- 
ceau un système de points en involution. 

Soit Saa'bb'cc' un faisceau eu involution (fg. 17), 
coupons-le par la sécante rectiligne p'a rencontrant les 
rayons Sa, S**', Sa, Sa', Su, Se', respectivement en et, 
3^, p, P', Yi y'' P^'' '''^ points y, y', menons '(},, y'V, 



parallèles à b'a. 




De la considération des couples de triangles sembla- 
bles : val Cl /«y, Sc« et S-('k, Se' a et Sy'V, on déduit 
kîs égalités do rapports 

'il-ï^ 'il -Il ^' - L.-. 
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Multipliant ces trois égalités membre à membre et ré- 
duisant, on a 

Par (les considérations analogues, on trouve 

■■*■* ca' Sc'~ c'a' S>c 

*'*•' c6 Sc'^c'è Se 



(4) 



^' 



Multipliant membre à membre les égalités (i) et (a), 
el séparément les égalités (3) et (4), puis divisant la pre- 
mière ainsi obtenue par la deuxième, on a 

•fa. -fa' cb.cb' _ f'a-Y'a' c'b.c'b' 

Or, les deux rapports ," ,, ? ,,',,, sont égaux, car 
c« sont les rapports involutifs des deux points corres- 
pondants c et c* par rapport aux couples de points a et a', 
b et è', qui sont en involution avec eus; il en résulte 
réealité des rapports - k ; ■ , et ,/ ,,, ) et comme ces rap- 
ports sont les rapports involutifs des points y et •[■' par 
rapport aux couples de points a et st', ^ et P', il s'ensuit 
que ces six points font partie de l'involution déterminée 
par les couples de points a et a', ^ et P' {fin du numéro 
précède,,,). 

Jiemarque I . — Si l'involution définie parles couples 
de points a et a' , b eX b' & des points doubles réels, il 
en est de môme de celle qui est définie par les couples 
de points x et x', [i et ^', et les points doubles des deux 
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mvoluLÎoiissontdeuxà deux sur les mêmes rayons; mais 
il n'en est pas de mSme des centres de ces deux involu- 
lioiiSj car le centre de chacune d'elles est situé sur le 
rayon conjugué de celui qui est parallèle à la direction 
de la sécante : dès lors, ils ne peuvent être situés sur le 
même rayon que si les deux sécantes sont parallèles. 

Remarque 11. — Dans un faisceau en involiition il 
existe toujours, et il n'existe en général qu'un système 
de rayons rectangulaires; en elict, si nous coupons le 
faisceau par une sécante quelconque, les points de ren- 
contre de celte droite et des rayons du faisceau forment 
un système de points en învolution. Le cercle variable 
passant par deux de ces points associés, et par le sommet 
du faisceau, coupe le rayon qui passe par le centre en un 
second point fixe, d'après la propriété des sécantes 
menées d'un point à un cercle. Dès lors il suffira, pour 
avoir des rayons rectangulaires, de faire passer par ce 
point et le sommet du faisceau un cercle ayant son 
centre sur la droite ; les rayons passant par les points 
communs de ce cercle et de la droite seront associés et 
rectangulaires.il n'y a, en général, qu'un cercle passant 
par deux points et ayant son centre sur une droite don- 
née, d'où résulte qu'il n'y a, en général, qu'un système de 
rayons rectangulaires. Il ne peut y avoir indétermina- 
tion que si la droite était perpendiculaire an milieu de 
celle qui unit les deux points; dans ce cas, tons les 
rayons associés seraient rectangulaires. 



Involution des diamètres conjugués des coniques 
à centre, et applications. 

IV. Nous avons vu au Chapitre I, n"^ IV et XIV, qu. 
les parallèles à deux diamètres conjugués d'une scctioi 
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elliptique, ou hyperbolique, menées par le sommet du 
cône, déterminaient, sur l'intersection de leur plan avec 
celui de la base circulaire, deux points dont le produit 

des distances à un point fixe de cette droite était con- 
stant ; il résulte du numéro précédent que ces parallèles 
forment un faisceau en involution; qu'il en est de même 
des diamètres conjugués de ces deux courbes qui 
forment un faisceau superposable sur le précédent. 

Le faisceau des diamètres conjugués d'une section 
elliptique n'a point de rayons doubles, puisque le 
centre de l'involution qu'ils déterminent sur l'intersec- 
tion du plan de l'ellipse et de celui de la directrice cir- 
culaire est situé entre deux points conjugués quelcon- 
ques (n" IV, Cli. I). 

Au contraire, le faisceau des diamètres conjugués 
de l'hyperbole admet toujours deux rayons doubles qui 
coïncident avec les asymptotes, comme cela résulte des 
propriétés des diamètres conjugués de cette courbe, 
établies au n" XIV (Cli. I). Du numéro précédent résulte 
alors : i" (/ue le système des diamètres conjugués d une 
ellipse ou d'une hyperbole détermine un système de 
points en involution sur une droite quelconque du plan 
de la courbe; a" que le centre de cette inwolulion est le 
point oii la droite est rencontrée par le diamètre con~ 
iugiié de sa direction. 

Nous nous proposons actuellement de généraliser le 
lemme établi au nO Vil (Ch.I). 

Si par deux des extréndtés de deux diamètres conju- 
gués d'une ellipse on mène deux sécantes parallèles, 
les secondes extrémités de ces sécantes sont celles de 
deux autres diamètres conjugués. 

Soient w une ellipse (Jig. i8), wA, 0)15 deux diamètres 
conjugiiés de la courbe; par les poinis A et lî menons 
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llèles AM, BN, je dis que wM et wN 



forment un système de deux diamètres conjugués. 




AM, BN, et son conjugué loO qui les divise en parties 
égales; mensns la droite am parallèle arbitraire à dC, 
le faisceau des quatre droites w, ABCD détermine l'in- 
volution des diamètres eoujugués, et D esl le centre de 
l'involution des points de rencontre des rayons de ce 
faisceau avec am. Or on a évidemment Dn ;= D& et 
Dwi^Da, puisque deux parallèles sont coupées en par- 
lies proportionnelles par plusieurs droites issues d un 
point; dès lors on a : Dttj x Dn =Da X T>b, ce qui 
montre que wM, wN sont conjugués dans le faisceau, 
et, en conséquence, forment un système de diamètres 
conjugués. 

Remarfiiie I. — Cette propriété a également lieu 
pour l'hyperbole en définissant, comme nous 1 avons 
fait, l'extrémilé d'un diamètre qui ne rencontre pas la 
courbe. 



Le produit des si 
geiUc à una ellipse, 



'•inerits interceptes sur une laii- 
cnlrc le point de contact et ses 
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points de rencontre avec deux diamètres conjugués, 
est égnl au carré du demi-diamètre parallèle à la 
direction de la tangente. 

Soieiitwune eliipse {Jig- 19), AA' un diamèire (Quel- 
conque, PQ une parallèle tangente en B; wB sera le dia- 




mètre conjugué de AA', et B le centre de l'iovolutiiin 
que détermine sur PQ le faisceau des diamètres conju- 
gués de l'ellipse. Menons les tangentes AP, A'Q aux 
extrémités du diamètre A A'; elles sont parallèles à wB 
et déterminent les deux parallélogrammes wAPB, 
wA'QB. 

Joignons par des lignes droites wP, wQ, AB, A'B; 
mP, wQ sont deux diamètres conjugués, car ils sont 
respectivement parallèles à A'B, AB, qu'ils divisent en 
parties égales ; dès lors, le produit des segments BP, BQ, 
qu'ils interceptent sur la tangente est égal à la puis- 
sance de l'involution déterminée sur celte droite par le 
faisceau des diamètres conjugués \ or ce produit est visi- 
blement égal à coA X (oA'=: wA , puisfjuc to A = PB, 
etwA'=BQ. c. Q. Y. I.. 

Une tangente en un point variable d'une ellipse in- 
tercepte sur deux tangentes parallèles fixes, à partir 
de leurs points de contact, deux segments dont le pro- 
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duU est constant et égal au carré du demi-diamètre 
parallèle à la direction des tangentes fixes. 

Soient w une ellipse {fig- ao), AP, A'Q deux langenles 
fixes parallèles, dont les points de contact A, A' sont 




diamétralement opposés, PQ une tangente mobile dont 
le point de contact est B; traçons les droites AB, A'B, 
et les diamètres wP, wQ. 

Le point P d'intersection des polaires de A et B est le 
pôle de AB par rapport à l'ellipse; donc la polaire de 
tout point de AB et en particulier de celui qui est situé 
à l'infini, passe par le point P, n" XIX, Chap. I; or la 
polaire du point silué à Finfini sur AB est le diamètre 
conjugué de la directioTi de cette droite; donc wP divise 
AB en deux parties égales. On verrait de inêiiio que 
(ijQ divise A'B en deux parties égales, et il en résulte 
que chacun des diamètres (oP, (oQ divisant en parties 
égales les cordes parallèles à l'autre, ces deux diamètres 
sont conjugués. 

D'après le théorème précédent, le produit des seg- 
ments AP, AR, interceptés sur la tangente AP par les 
deux diamètres conjugués wP, wQ est égal au carré du 
demi-diamètre paj'allèle à AP; mais les deux tiiangles 
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wAR, uA'Q sont égaux comme ayant un côlé égal ad- 
jacent à deux angles égaux, d'où résulte l'égalité des 
côtés AE, A'Q, et.enconséquence, le produit AP x A'Q 
est aussi égal au carré du demi-diamèire parallèle aux 
tangentes AP ,A'Q. 

Remarque II. ■ — ■ Ces deux propositions s'appliquent 
également à l'hyperbole : établissons la première ; la se- 
conde s'en déduit d'après les mêmes considérations que 
pour l'ellipse. 

Le produit des segments interceptés sur une tangente 
à une hyperbole entre le point de contact et ses points 
de rencontre avec deux diamètres conjugués est égal au 
can-é du demi-diamètre parallèle à la direction de la 
tangente. 

Soient AB, CD les asymptotes d'une hyperbole dont 
le centre est O {Jig. 2i), RS une tangente à celte 
courbe. D'après ce que nous avons vu au n" XVII, 




Cliap. I, sou point de contact est placé au milieu M du 
segment RS intercepté entre les asymptotes, et MR re- 
présente le demi-diamètre parallèle à la direction de la 
tangente MR. 

Dans l'involulion déterminée sur la tangente par le 
faisceau des diamètres conjugués, M est le centre, et R 
et S sont les points doubles; on eu conclut 

MR^= MP xMQ, 
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si P et Q sont les points de rencontre de deux diamètres 
conjugués avec la tangente, ce cjui démontre le tliéo- 

Enfin, et c'est là une conséquence importante du 
numéro précédent , la perspective d'un faisceau en 
involution sur un plan esl encore un faisceau en invo- 
lution, puisqu'un rayon du faisceau donné et sa per- 
spective rencontrent au môme point l'înlcrsection de 
leurs plans. 



Théorème de Pappus. 

V. Si d'un point pris sur la circonférence d'un cercle 
on abaisse des perpendiculaires sur les côtés d'un qua- 
drilatère inscrit, le produit des perpendiculaires 
abaissées sur deux côtés opposés esl égal à celui des 
perpendiculaires abaissées sur les deux autres, 

SoientOla circonférence considérée {fig- 22), ABCD 
le quadrilatère inscrit, MP, MQ les perpendiculaires 




abaissées du point M sur tes deux côtés opposés AB, CD; 
MR, MS les perpendiculaires abaissées du même point 
sur les deux autres. Joignons le point M aux points 
A,B, C, D, par des lignes droites : on a, d'après un théo- 
rème connu, et désignant par Rie rajon du cercle 0, 



MA X MB :. 



MD X MC = MQ > 
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d'où, niuhiplianl ces égalités membre à membre, 

MA X MB X MG X MD = 4R2 x MP x MQ; 
on trouve encore par l'application du m^me théorème 

MA xMBxMC xMD = 4R^ xMRxMS; 
Je là, par comparaison, 

,MP x MQ = MR x MS. 

Ce tliéorèmc s'applique aux sections planesd'un cône 
à base circulaire avec une légère motlificaiion d'énoncé : 

Si d'un point pris sur une section conique on abaisse 
des perpendiculaires sur les côtés d'un quadrilatère 
inscrit, le produit des perpendiculaires abaissées de ce 
point sur deux côtés opposés du cjuadrilatère est au 
produit des perpendiculaires abaissées sur les deux 
autres dans un rapport constant. 

Si l'on unit les sommets du quadrilatère inscrit dans 
la section conique au sommet du cône, auquel elle appar- 
tient, par des lignes droites, génératrices du cône, ces 
droites rencontrent la circonférence directrice du cône 
en quatre points, sommets d'un quadrilatère inscrit dans 
cette circonférence et dont le quadrilatère inscrit dans 
la conique peut être considéré comme la perspective. 

Soient S le sommet du cône, ÂBCD le quadrilatère in- 
scrit dans la conique, et perspective du quadrilatère 
A'B'C'D' inscrit dans la directrice circulaire {fig. 23) ; 
soit O un point du plan ABCD, traçons la droite SO et 
prolongeons -la jusqu'à sa rencontre en O' avec le plan 
A'B'C'D'; puis des points O el 0' abaissons les perpendi- 
culaires Op, O'// sur le plan SAB, et pP, //ï" respec- 
tivement perpendiculaires sur AB, A'B'; enfin joignons 
par des lignes droites OP, 0' V . OP et O'V sont respec- 
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Liveniciit purpendiculairus à ABcL A'B', d'après le ihoo- 
rèmc dus trois perpendiculaires; du plus, dans Irs 
triangles rectangles OP/?, O'P'//, les angles e» P ut F 




sont fixes cotiime angles rectilignes des dièdres aigus 
formés par le plan SAB avec les plans ABGD, A'B'C'D'; 
il en résulte que dans ces triangles les rapports des hy- 
poténuses OP, O'P', aux côtés Op, O'p', sont des 
nombres fixes, et que le rapport ^^7^7 est égal au produit 
du rapport ^y^ par un nombre constant, soilœ,, d'où 

OP _ Ofi^ 
Qrp' - =*! o'^' ■ 

Comme, du reste, les triangles SO'/^', SOp sont sem- 
blables, puisque O^, O'p'. perpendiculaires à un même 

1 ii.i Op SO . 

plan, sont parallèles, on a çrr—, ^ gTy et, en consé- 
quence, 



(') 



O'P' ■ 



ntpar Q, Tî. S les 
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pieds des perpendiculaires abaissées dti [Hnitl surlc; 
droites DC, BC, AD, et de même par Q', R', S' ccui 
des perpendiculaires abaissées du point O' sur lu: 
droites jyC, lî'C, A'!)", respectivement : 



(î) 



OQ 



aj, 7.-J, œ, étant des coefficients constants. 

On déduit des égalités (i), (2), (3), (4), pai 
transformation évidente, 

OP X OQ _ Q'P'xO'Q' a, a. 



Si nous supposons alors le point placé en un point 
de la section conique, le point 0' sera placé sur la cir- 
conférence directrice; dès lors on aura, d'après le théo- 
rème précédent, 

Q' P'xO'Q' _ 

O'R'x U's' ^ '' 
d'où 



Lablil. le théorème énoncé. 



Théorème et application à la construction des points 
communs d'une droite quelconque et d'une conique 
dont on donne cinq points. 

VI. Si l'on considère une conique circonscrite à 
un (juadrilaière et que par un quelconque de ses points 
on mène une paj-allèle à une direction fixe, le rapport 
involutif de ce jjoinl., par rappoi t aux deux couples 
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de points de rencontre de la sécante avec les deux sys- 
tèmes de côtés opposés du i/uadrilalère, est un nombre 
constant. 



Soient ABCD le quadriL 
rallcle à unu direction iixe 



inscrit, l'S la 
nenéo ]iar 1 




riabje sur la conique circonscrite, v.l coupant les couples 
de côtés opposés du quadrilatère aux points P et Q, R 
et S (Jig- 24)- Abaissons du point M les perpendicu- 
laires MP, MQ', MR', MS', sur les côtés du quadrilatère ; 
les triangles rectangles MVP, MQ'Q, iMR'R, MS'S, 
restent semblables à eux-mêmes dans le déplaceinenl 
de la sécante : il en résulte qu'on a les égalités 

MP =MP'.p,, MQ= MQ'.pa, 
MR = MR'.p3, MS = MS'.pi; 

p,, p,, p,,, p, étant des nombres fixes; et, en consé- 
queitcc, on a 

MP X MQ _ MP' X MQ ' ^f?i 
MK X MS ~ MR' X MS' ^ pa- ?i ' 

Or, d'après le théorème de Pappus, établi au numéro 
précédent, le second membre est fixe. 

Le second membre de l'égalité précédente est numé- 
riquement fixe : on pourra définir son signe, d'après 
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ceux (les segtiiuHis JMP, i>IQ, iMR, iMS, pour une posi- 
tion paniculièfe du point M; ce signe, une fois déier- 
iiiintî, restera le même pour tous les points de la courbe, 
car il ne peut changer que tout autant que l'un des seg- 
ments change de signe, et cela ne peut arrriver que tout 
autant que le point M, dans son déplacement continu, 
vient passer par un des sooim.ets du quadrilatère inscrit; 
dans ce cas, deux des segments changent à la fois de 
signe, et le rapport involulif conserve le sien. 

Ou déduit de ce théorème une construction, relati- 
vement simple, des points communs d'une conique, 
dont on donne cinq points, et d'une droite quelconque. 

Soient A, B, C, D, E cinq points d'une conique, HQ 
une droite donnée {Jîg. aS);. construisons lo quadrilatère 




inscrit ABCD, et menons par le point E une parallèle 
P'S' à KQ. D'après le théorème précédent cl si M, N 
sont les points communs de la conique et de la droite 
RQ, les trois rapports involutîfs 

ER'xES' NR X NS MB x MS 
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sont (igaux; il en résulte que, si l'un cousiruit deux 
cercles, soit passant par II et S, et O, passant par P 
etQ, les points M el N appartiennent au cercle lieu des 
points dont les puissances par l'apport aux cercles O et 
o, s«„td.„. le rapport ™;gg , „" I, Cl..p. II. 

Ce dernier cercle, dont les points communs avec la 
droite RQ sont les points chercliés, peut être construit; 
en effet, on sait d'abord qu'il a même axe radical avec 
les 'deux cercles O et O) et qu'en conséquence il passe 
par leurs points communs a et p; en second lieUj on 
peut en déterminer facilemenl un et même doux autres 
points. Si nous inscrivons dans les cercles O et O) deux 
cordes RiS), PiQi respectivement égales à R'S', P'Q', 
puis que nous prenions sur elles les segments Ri E,, Pi E^, 
respectivement égaux à R'E, P'E, le cercle décrit de O 
comme centre avec OE, pour rayon sera le lieu des points 
dont les puissances, par rapport au cercle O, sont égales 
à ER'X ES', et celui qui est décrit de O, eoimne centre 
avec OiEo pour rayon sera le lieu des points dont les 
puissances par rapport au cercle O) sont égales à 
EPxEQ'; les points communs a', ^' de ces deux 
cercles appartiennent au cercle clierclié, dont on connait 
ainsi quatre points, ce qui permet de le décrire. 
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VII. Théokême. — Si trois coniques sont circon- 
scrites à un même quadrilatère, et que par un point 
■variable de l'une d'elles onmène une sécante rectiligne 
parallèle à une direction fixe, le rapport involutif de 
ce point par rapport aux deux couples de points de 
rencontre de la sécante avec les deux autre.t coniques 
est un nombre constant,. 

Soient AliCD le quadnlalèrc inscrit dans li;s trois 
coniques {fig. 26), PQ la sécante parallèle à la direc- 




tion donnée menée par le point c d'une de ces courbes. 
Soient P et Q, R et S les points de rencontre de la sé- 
cante avec les couples de côtés opposés du quadrilatère, 
a et «', b et b' les couples de points de rencontre avec 
les deux autres courbes. 

D'après le théorème précédent, on a, 6, 1,, 'i^ étant 
des nombres fixes, 



Ramenons ces deux égalités à la 
prenant le point c pour origine des disl 



i, nous aurons 



ica~.oV)ica + cq)^fi{cK-ca){ca+cS), 
(ca'-H cP)(c«'- cQ) = e(c«'+ <7H)(cS - ca.'). 

Ordonnons ces deux égalités, lues aux premiers 
nembres, par rapport aux puissances décroissantes de 
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frt, ca', rcspcclîveniont, et remarquant que 

cP xcQ = cRxcS xOs, 
nous aurons 

— cRx cS(92+0)=o. 

MuJLi'plianl la première par ca', la seconde par ca 
ei ajoutant, ou trouve 

(ca-hc«')[caxca'(i + 0)-cRxcS(!li+0)]-o, 
égalité qui exige 
{,) c«xca'(i+e)=cRxcS(Oi+tl). 

Par uu calcul analogue et partant des égalités 

hPx ô q _ ,, _ b-Pxf/q 
OH X ftS " '~ b'R xô'S' 

on trouve 

(2) cb xcô'(t + 0i)=cRxcS{02-4-9i); 

d'où, divisant membre à membre les égalités (1) et (2), 

caxca' _(i +0,)(9i+6) . 
côx cb' (n-U)(Oj+e,)' 

le second membre étant constant, le lliéorènie est dé- 



Théorème de Desargues et sa généralisation. 
Vm. Le tbéorème de Desabcues consiste en ce qui 



Une sécante rectlligiie quelconque détermine pai- 
es rencontra avec une conique et le.s systèmes (Je côtés 
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opposés d'un f/uadrilatè}'e inscrit six points <in invoîii- 
tion . 

La démonslralion de eu ihéorème se déduit immédia- 
tement du théorème qui précède de deux rangs ; en eiFet, 
puisque, conformément à ce théorème, le rapport ïnvo- 
lutîf du point M par rapport aux couples de points P 
et Q, E. et S, est le même pour tous les points de la 
courbe, quand la sécante se déplace parallèlement à une 
direction fixe; il aura la même valeur pour le second 
point commun M' de la sécante PR avec la courbe; en 
conséquence, les deux points M, M', ayant même rap- 
port involutîf par rapport aux deux couples de points P 
et Q, E. et S, forment avec eux un système en involu- 
tion ( H" II, Chap. II, fm). 

La généralisation du ttéorcme de DEs.ntf,TiEs par 
Sturm consiste en ce qui suit : 

Une sécante recliligne quelconque détermine par ses 
rencontres avec trois coniques circonscrites au même 
quadrilatère un système de six points en involution. 

Cette généralisation se déduit du théorème du numéro 
précédent par le raisonnement au moyen duquel nous 
avons déduit le théorème de Desargues de celui qui pré- 
cède de deux rangs ; nous ne nous y arrêterons pas. 

CoHsÉQuEMCE DU THÉORÈME DE Desargdes, — Si troïs 
côtés d'un quadrilatère inscrit dans une conique tour- 
nent autour de ti-ois points fixes pris sur une ligne 
droite, la quatrième tourne autour d'un point fixe de 
la même droite. 

En eifet, le point où le quatrième côlé rencontre la 
droite est le conjugué du point de rencontre du côté 
opposé avec la même droite, dans l'involution détermi- 
née par les deux autres points et les deux poiitls de ren- 
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conlre du la couiciue avec la droUe; et ceci a lieu alors 
même que les points communs de la conique et de la 
droite seraient imaginaires, puisqu'on peut toujours 
remplacer les points com.m.uns d'une conique et d'une 
droite par ceux d'un cercle et de la même droite (n" VI, 
Chap. II). 

Ifote sui' le n- VU dit présent Chapitre. — La démonstration 
analytique du théorème do n" VH; dont celui du a' VI n'est qu'un , 
cas particulier, est presque imniécliate; on sait en effet que, si les 
équations de deux coniques, rapportées au même système d'aies rec-. 
tilignes, sont Fi_a!,y) ■= o, F,(a:,j) — o, l'équation générale des 
coniques passant par les points communs des deux premières est : 
F(iB,>-) -\-\F^{a:,y) = o, X étant un coefficient constant ponr cha- 
cune de ces courbes. 

On sait encore que les distances du point du plan dont les coor- 
données sont x„y,, aux points où une droite passant par (»'„,?■„) et 
dont le point direuteur ayant pour coordonnées a, b rencontre la 
courue V{x,y) = o, sont les racines de l'équation 

's{j^,y) étiini l'ensemble des termes du second degré de F [x, y). 

Il en résulte ttue le produit de ces distances est égal à ■ , " , °, ; 
■i i' ■ " ?(a,6)' 

de même le produit des distances du point {a:„ y,) aux points où la 
même droite rencontre la courbe ¥,{_x.y) = o est égal à — , '"h\ 

Or l'équation 'P{3!„,y„) -i-rV,{x^,y^) = o, qui est vérifiée par les 
coordonnées de tout point, {iC„, yj, de la tco i si è me courbe, peut se 
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et sous cette forme elle exprime que le rapport involutif du point 
(^iiTa)' par rapport aux couples de points où la droite, définie de 
directioB par ie point (a, b), et passant par le point (a^„, y^), ren- 
contre les deux autres courbes, est constant. 

Cette démonstration est sans doute très simple; mais je dois à la 
vérité de dire que, quoique j'aie eu l'occasioi 
retourner l'équation F^Xiy) + W,{x, y) = o de bie 
il ne m'est jamais venu à l'esprit de l'interpréter aioï 
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Q'ayaia été conduit par les considérations géométriques de la présente 
étude, je ne l'aurais probablement jamais connue. 

Théorème corrélatif de celui de Desargues. 

IX. Si l'on considère un<i circonférence de cercle et 
un quadrilatère circonscrit, t/u'on joigne un point de 
son plan aux deux couples de sommets opposés du qua- 
drilatère, que du même point on mène les deux tan- 
gentes au cercle, ces trois couples de deux droites 
font partie d'un faisceau en involution. 

Soient ahcd le (juadrîlatère circonscrit à la circonfé- 
rence O (Jig. ay), S le point de son plan, Se, Sf les 




deux tangentes issues de ce point; il s'agit de démontrer 
que les trois couples de droites Sa et Se, Se et S_/, Se et 
Sd forment un faisceau en involution. 

Construisons le quadrilatère inscrit dont les somniols 
M, N, Pj Q sont les points de contact des côtés du 
quadrilatère circonscrit et prolongeons ses côtés opposés 
jusqu'à leurs points de rencontre avec la polaire ef du 
point S, par rapport au cercle O, en A, 15, C, D. 

L'un de ces points, A par exemple, étant le point 
commun des polaires des points S el a par rapport au 
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cercle O, est le pôle de la droite Sa : dès lors OAa est 
perpendiculaire sur Sa; on \oil. de même que Oe, 
OpB, OyC, Oy, ODS sont respectivement perpendi- 
culaires sur Se, Sô, Se, Sy, Sd; il en résulte que le 
faisceau des droites admettant pour rayons associés Sa 
et Se, Se et Sf, Sb et Srf, est superposable sur celui 
dont les rayons correspondants OA et OC, Oe et 0/, 
OB et OD, leur sont respectivement perpendiculaires; 
et, comme ces derniers forment un faisceau en involu- 
tion, d'après le tliéorème de Desargues, il en est de 
même des premiers, ce qu'on voulait démontrer. 

Le théorème qu'on vient de démontrer pour le 
cercle s'applique également à l'une quelconque des 
trois sections coniques; en effet, une quelconque des 
trois sections coniques est, par définition, la perspec- 
tive d'un cercle en prenant le sommet du cône pour 
point de vue; un quadrilatère circonscrit à la conique 
est celle d'un quadrilatère circonscrit au cercle ; dès lors, 
si l'on unit un point du plan d'une conique ans som- 
mets opposés d'un quadrilatère circonscrit à cette 
conique, et que du même plan on lui mène des tan- 
gentes, ces sis droites seront perspectives de six droites 
du plan du cercle qui font partie d'un faisceau en invo- 
lution, d'après le théorème précédent; il résulte de ce 
qui a été dit à la fin du n" IV, Cli. II, que ces six droites 
font aussi partie d'un faisceau en involution. 

X. Théorème de Pascal. — Les points de rencontre 
des trois couples de côtés opposés d'un hexagone in- 
scrit dans une conique sont situés en ligne droite. 

Soit l'hexagone ABCDEF inscrit dans une conique 
{fig. 28) 1 construisons la diagonale AD, unissant deux 
sommets opposés, et prenons son point commun P avec 
la droite QR, qui joint les points Q et R où se coupent 
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deux systèmes de deux côtés opposés, BG cl FE, DC el 
AF. Trois côtés AD, DC, CI3 du quadrilatère iuscrit 
ADCB passent par les trois points P, Q, R; il en est de 
même des trois côtés AD, AF, FE du quadrilatère in- 




scrit AFED; donc les quatrièmes côtés de ces quadrila- 
tères, AB et DE, vont se eouper au même point S de la 
droite QR, ce qu'on voulait démontrer (conséquence du 
théorème de Desargues, n" Yll], Cliap. II). 

Ce théorème continue à avoir lieu si un ou plusieurs 
côtés de Thesagone deviennent uuls, en remplaçant 
chaque côté devenant nul par la tangente qui en est 
lalimile('). 

XI. Théorème de B«iai<c:iioj>/. — Las diagonales 
unissant deux sommets opposés d'un hexagone circon- 
scrit à une conique se coupent en un même point.. 

Soit ABGDEF un hexagone circonscrit à une conique 



{') Si l'on admet le théorème de Pascal pour le cercle, et iJ y en 
a plusienrs démonstrations élémentaires que nous n'avons pas à rap- 
porte!', on peut en déduire que ce théorème a Russi lieu pour une 
conique quelconque, considérée comme perspective d'un cercle, ce 
qui constitue une démonstration simple du même tlicorèmc. 
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{Jlg. 29), M, N, P, Q, R, S li's points de contact des 
côtés qui sont les sommets d'un hexagone inscrit; consi- 
dérons la diagonale BE qui unit deux sommets opposés 
de l'hexagone circonscrit. La droite MN passant par les 

Pi g, 29. 




pôles M et N des tangentes AB, BC, par rapport à la co- 
nique, a pour pôle leur point commuu B (n" XIX, 
Chap. I); de même la droite QR a pour pôle le point E 
où se coupent les tangentes DE, EF; la diagonale BE 
passant par les pôles B et E des cordes MN et QR, le 
point O où se coupent ces cordes est le pôle de la 
droite BE. 

Or ce point O est un des points de la droite de Pascal 
relative à l'hexagone inscrit : dès lors la droite BE passe 
par le pôle de la droite de Pascal; il en est de même des 
deux autres diagonales AD, CF : donc ces trois diago- 
nales se coupent en un même point. 

Ce théorème continue encore à s'appliquer si deux 
côtés consécutifs viennent se placer dans le prolonge- 
ment l'un de l'autre, en considérant le point de contact 
commele sommet communàces deux côtés; il s'applique 
encore dans ces conditions s'il en est ainsi pour plusieurs 
couples de deux côtés consécutifs. 
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Construction d'une conique dont on donne cinq points- 

XII. On donne cincj points, appartenant aune même 
conique, et l'on se propose d'en construire autant cju' on 
voudra, ainsi que les tangentes en ces points. On se 
propose encore de construire le centre de la courbe si 
elle en a un, de déterminer son genre, deux diamètres 
conjugués faisant un angle donné, les axes, les som- 
mets, les asymptotes ; de lui mener doux tangentes par 
un point donné de son plan. 

Soient A, B, C, D, E cinq points donnés appartenant 
à une même conique et supposés à distance finie 
{fig- 3o)i considérons le quadrilatère inscrit ABCD, et 
par le point E menons une droite EX dans une direc- 
tion quelconque; d'après le théorème de Desargues, son 




second point commun avec la conique sera le point F 
conjugué de E, dans l'involution déterminée par les deux 
couples de points P et Q, R et S, où la sécante ren- 
contre les couples de côtés opposés du quadrilatère in- 
scrit, à savoir DC et AB, BC cl AD; on le construira en 
faisant passer deux cercles, le premier par les points P 
et Q, le second par les points R et S, et enfin un troi- 
sième cercle passant par E et ayant avec les précédents 
même axe radical; le troisième cercle passera par le 
point F qu'il déterminera. 
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Si Qous voulons actuellemenl construire la langento 
(^nunde ces poinls, soit A, nous pouvons considérer !e 
triangle ADC et la tangente en A comme constituant 
un quadrilatère inscrit dont les côtés opposés sont AD 
et ACj DC et la tangente AQ, en A. Traçons la 
droite indéfinie EB, qui rencontre la courbe en E et B : 
elle rencontrera la tangeate en A au point Q, conjugué 
de P|, dans l'involulion déterminée par les poinls E 
et B, où elle coupe la courbe, et les points R, et S| , où 
elle coupe les deux autres côtés opposés du quadrilatère 
(théouème DE Desargues); on pourra donc construire 
le point Q, et, en conséquence, la tangente AQ, en A. 

Les mêmes questions peuvent être résolues au moyen 
du THÉORÈME DE Pascal. 

Soient, en effet, A, B, C, D, E cinq points apparte- 
nant à une conique (/(g. 3 1) : unissons-les successive- 
ment par des lignes droites, et menons, par le point E, 
la droite EX indéfinie dont nous voulons trouver le 
second point commun F avec la courbe. ABCDEF est 
un hexagone inscrit dans la conique, les points P et Q 

Fig. 3i. 




où se coupent les couples de côtés opposés AB et DE, 
BC et EFX, appartiennent h la droite de Pascal et la 
déterminent; le point R, où elJe est rencontrée par DC, 
appartient aussi au côté FA; donc, si l'on unit RA, 
cette droite va rencontrer EX au point F cherclié. 
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Supposous actuellement qu'on veuille construire la 
tangente en und«s points donnés, A {fig- Sa); considé- 
rons la figure ABCDE jointe à la tangente en A comme 




un hexagone inscrit, DC étant opposé à la tangente 
en A. Les points P et Q où se rencontrent les couples 
de côtés opposés AB et DE, AE et BC, déterminent la 
droite de Pascal qui va concourir avec le côté DC au 
même point R que la tangente en A ; le point R où se 
coupent PQ et DC étant connu, en l'unissant au point 
A, on a la tangente cliercliée. 

Qnel que soit le mode de construction adopté, on 
pourra toujours, A, B, C, D, E étant les cinq points 
donnés [fig- 33), constrnireles tangentes en trois de ces 




points, A, B, C; soient P et Q les points où se rencon- 
trent ces tangentes en A et B, B et C, respectivement. 

D'après le raisonnement fait pour établir une des 
propositions du n" IV, Cliap. II, PMqui unit le point P 
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OÙ sfï coupent deux tangentes au milieu M de la corde 
des contacts AB est le diamètre de ta courbe conjuguée 
de la direction AB; PM va donc passer par le centre, 
et il en est de même de QN, N étant le milieu de BG. 

Si les deux droites PM, QN sont parallèles la courbe 
sei'a une parabole; dans le cas contraire, leur point 
commun O définira le centre de la courbe, et en me- 
nant par le point O, OP, parallèle à AB, et OQ, paral- 
lèle à BC, on aura deux systèmes de diamètres conju- 
gués, eu direction; ces deux couples de rayons associés 
déterminent l'involution du système des diamètres con- 
jugués dont on cliercliera les rayons doubles. 

Si les rayons doubles sont réels, la courbe sera une 
hyperbole dont ces rayons seront les asymptotes; on 
pourra alors construire deux diamètres conjugués faisant 
un angle donné et en conséquence les axes, d'après ce 
qui a été dit au n^ XIV, Cbap. I ; quant anx sommets, ce 
sont les intersections de la courbe et de l'un des axes 
qu'on peut construire d'après le n"* XV, Cbap. I. 

Si les rayons doubles n'existent pas, la courbe est une 
ellipse; on pourra construire les directions des axes, 
ou de deux diamètres conjugués faisant un angle donné, 
en conséquence des n"' V et VI, Chap. 1. 

Connaissant le centre, deux diamètres conjugués en 
direction, un point de la courbe, ainsi que la tangente 
en ce point, on peut déterminer les longueurs de ces 
diamètres au moyen de la proposition suivante : 

Soient OX, OY deux diamètres conjugués, M un 
point de la courbe, et MS la tangente en M reneouti'aiit 
OX en S (fig. 34); si nous menons Wl parallèle à OY, 
que nous la prolongions de la longueur IM) égale à IM, 
et que nous tracions la droite M(S, cette droite scj'a la 
tangente à la courbe en M, , et S sera le pôle de MM, 
|iai' riquwrt à la coiiiciue. Dès loi's, si A et h! sont les 
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exlrémilés du diamètre dirigé suivant OX, les quatre 
points A, A', S, I forment une division harmonique; il 

Fis. 3.1. 




en résulte que ; OA =:0A' = 01 X OS ; on aura donc 

les points A et A' en construisant une moyenne propor- 
tionnelle entre OletOS. 

Supposons actuellement qu'on veuille mener deux 
tangentes à la conique dont on donne cinq points, A, 
B, C, D, E, par un point S de son plan {Jig- 35). 
Nous construirons les droites SA, SB, et nous détermi- 
nerons leurs seconds points communs A', B', avec la 
courbe; puis nous construirons les points I et K conju- 




gués harmoniques de S par rapport à A et A', B et B', 
respectivement; la droite IK sera la polaire de S par 
rapport à ta conique et la coupera aux points de contact 
des tangentes cherchées. On déterminera ces points 
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d'après la uonstiucLiou déduite du tiiéorèim^ établi au 
n" VI, Cliap. II, et la question sera résolue. 

Nous avons supposé les cinq points situés à distance 
finie : esaniinons les cas particuliers où un ou deux de 
ces points passent à l'infini dans des directions doii- 



1° Un seul des points, soilK, passe à l'injlni liai 
la direction XY {ftg. 36). 




. ■ — ^ Si nous considérons le quadrilatère in- 
scrit ABCD, le pointconjuguédeE, qu'on peutconsidérer 
comme situé à l'infini sur XY, dans l'involutîon déter- 
minée par les couples de points P et Q, R et S, où les 
côtés opposés du quadrilatère rencontrent XY, est le 
point eentral w de cette involution; on peut déter- 
miner lù et l'on rentre dans la première hypothèse. 

Pascal. — Supposons les cinq points donnés ; A, B, 
C,D, E; E à l'infini surDY'(_^^. Sy). Menons arbitrai- 
rement AR par le point A, et proposons-nous de con- 
struire son second point commun avec la courbe, soit F. 
Dans l'hexagone inscrit ABCDEF, les couples de côtés 
opposés AB et DE (ou DY, ), AH el DC, délermiaent 
la droite de Pascal, par leurs points communs P et R ; 
l'interseciioii de V\\ avec BC donne le point Q ; le ]wiiit F 
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est déterminé par l'intersection deXY (ou EF), menée 
par Q parallèle à DY, avec AE.. Comme dans la con- 




struction précédente, on rentre dans la première liypo- 
thèse. Dans ce cas, la courbe peut être une parabole ou 
une liyperbole. 

2" Deux des points passent, à l'injini dans des di- 
rections différentes BS, CY {/ig. 38). 

Desaugues. — Soient A, B, C, D, E les cinq points 

donnés, DetE étant situés à l'infini dans lesdirectionsBX, 

CY respectivement {fig- 38). Considérons le (jnadri- 

Fig. 3S. 




latèrc inscrit dont les côtés sont BC, BX, CY, et la 
droite DE située à l'infini. Menons par le point A une 
sécante quelconque AZ : son second point commun avec 
la courbe sera conjugué de A dans l'involuiîon déter- 
minée par les points l* et Q et dont R est le eenlre, 
puisque son conjugué S 



ué S est :! l'i: 
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Ce second point est facile à dëlerininer et silue à 

distance finie; en menant une seconde sécante dans une 

direction dillerenle, on déterminera un cinquième point 

à distance finie et l'on rentrera dans la première liypo- 

Pascai,. — Soient les cinq points donnés A, B, C, D, 
E ; D et E à l'infini dans les directions BX, CY {fig. 'Mj)\ 
menons arbitrairement AR par le point A, et construi- 
sons son second point coniiHun, F, avec la courbe. Dans 

Fis- îg. 




l'IiexagyueinscntABCDEF, les côtés opposés Ali et DE, 
qni est à l'infini, su coupent au point P situé à l'infini 
surAB; les cotés opposés AR et DC (ou CXi, menée 
par C parallèle à BX), se coupent en R; la droite de 
Pascal sera donc la parallèle à AB menée par le point R 
qui est connu. L'intersection, Q, de celte droite avec BC 
est un point de EF; menant par ce point, Q, une paral- 
lèle à CY, soit QY|, l'intersection de cette droite avec 
ARfaîtconnaîlie le point F, On aura ainsi déterminé un 
quatrième point F à distance finie; on en construira on 
cinquième d'une manière analogue, et l'on rentrera dans 
la première liypotiièsc. 

La courbe ne peut, dans ce cas, ôtre qu'une hyper- 
bole. 
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3" Deux points passejil à l'i'ijini chtri.i iinr, même 
direclion (foniice. 

Desargues. — Soient A, B, C les trois points à dis- 
lance finie, D et E à l'infini dans les direettons CX,, 
BX, qui sont parallèles {fig. 4o). 



Considérons le quadrilatore inscrit BCDK, , 
par le point A une transversale quelconfjue AZ; son 
second point de rencontre avec la courbe sera le conju- 
gué de A, dans l'involution déterminée par le couple de 
points P, Q, et le point R qui en est le centre, puisque 
son conjugué esta l'infini sur DE, On pourra facilement 
construire ce point situé à distance finie, el en con- 
struire de même un cinquième; on rentrera ainsi dans 
la première hypothèse. Dans ce cas, la conique ne peut 
être qu'une parabole. 

Pascal. — Supposons les points A, B, C, D, E, F, A, 
où F est inconnu, D et E à l'infini dans les directions 
CX, FX,, qui sont parallèles {^îjÇ. 4i), unis deux à 
deux par des droites dans l'ordi'e où ils sont écrits. Me- 
nons par A la droite AF dans une direction arbitraire et 
cherchons son second point de rencontre F avec la 
courbe; les côtés opposés AF, CD se coupent en P; les 
côtés opposés consécutifs AB, DE se coupent à l'infini 
sur AB; la droite de Pascal est donc la parallèle PQ à 
AB menée par le point P, ce qui permet de la con- 
struire; les côtés opjiosés RC, FE vont concourir sur 
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PQ en R, dotermiiié par la reiicoiilre de PQ avec BC. 
Menons par R la pnrallùle RX, .i CX : son intersection 
avec AP détermine le point F. On troiivi-rait, en rnc- 




nani par A une droite dans une direction différenle, un 
cinquième point, situé comme F à distance finie, et l'on 
rentrerait dans la première liypotiièse. 

CoMsÉçuËMcES IMPORTANTES.— i" Quand on connaît 
cinq points d'une conique, tous les autres points peu- 
vent être construits au moyen de l'un des théorèmes de 
Desargues ou de Pascal. Une droite passant par un des 
points donnés ne pouvant rencontrer ta conique qu'en 
un autre point, cette courbe est absolument déterminée 
par cinq de ses points. Eu d'autres termes, si deux 
coniques ont cinq points communs, elles se confondent. 

2" Une conique étant définie par cinq points, la même 
eonic[ue le sera par quatre de ces points et par un 
sixième point fourni par l'un des théorèmes de Desar- 
gues ou de Pascal; ou par quatre de ces points et la tan- 
gente en un de ces points, ou encore par trois de ces 
points et les tangentes en deux de ces points. 

Cette substitution d'unélément point à un autre pou- 
vant être réitérée un nombre de fois quelconque, il en 
résulte que : si l'on donne cinq points, qu'on déter- 
mine consécutivement de nouveaux points pai- l'np- 
plicaiion de l'un des théorèmes de Desarsites ou df; 
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Pascal^ comme .si les cinq premiers appartenaient h 
une coniffue; si en plus on peut trouver une conique, 
passant par les cinq derniers, distincts ou confondus 
par couples, celte conique passera également par les 
cinq premU-rs. 

XIII. Par cinq points situés dans un plan, et tels 
qu'il ny en ait pas plus de deux en ligne droite, on 
peut toujours faire passer une conique. 

Remarquons d'abord que, si les cinq points (ioiuiés ne 
sont pas les sommets d'un pentagone eonvexe, on peut 
toujours par l'applicalion, réitérée si cela est nécessaire, 
du ihéorèmH de Desargues, trouver cinq points sommets 
d'un pentagone convexe, et tels que, si l'on peut faire 
passer une conique par ces cinq points, elle passera par 
les cinq premiers. 

Si les cinq points ne sont pas sommets d'un penta- 
gone convexe, il ne peut se présenter que deux cas : ou 
deux d'entre eux sont intérieurs au triangle dont les 
trois autres sont les sommets, ou un seul d'entre eux est 
situé à l'intérieur d'un quadrilatère convexe dont les 
quatre autres sont sommets. 




QHS le premier cas. Soient A, B,C, I), E h^ 
s (lontu-s (fig. i-A). 1") <-\ K étant à rintéiiciir 
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du triangle: doiU A, B, C sont les trois sommets, La 
droite DE ne peut passer par aucun di's trois sommets 
et doit, en conséquence, rencontrer le périmètre en deux 
points P et Q; les côlés opposés BD, CE du quadrila- 
tère convexe liDEC vont se couper en O, à l'intérieur 
du triangle. Dès lors la droite AO rencontre le côté BC 
en K, situé entre B et G, et DE en I, situé entre D et E. 
Le point O est un des points doubles de l'involution dé- 
terminée sur AR par ses points de rencontre avec les 
côtés opposés du quadrilatère BDEC; il en résulte que le 
contre w de cette involution est extérieur au segment 
IR; de plus, il est situé entre O et I, car, s'il était sur 
OA ou sur son prolongement, tuO serait inférieur à 
«Ix ù)K, et, s'il était situé sur le prolongement de AR, 
(oO serait, au contraire, supérieur au même produit. 
Le centre tu de l'involution dont on vient de parler, étant 
situé entre I et O, le point A et son conjugué F sont si- 
tués d'un même côté de w, et le segment dont ils sont 
extrémités comprend le point double O. Le point F 
étant situé entre O et (O, le pentagone BDFEC est con- 
vexe, et une conique passant par ses sommets passera 
également par le point A. 

Occupons-nous maintenant du deuxième cas. Soient 
A, B, C, D, E les cinq points donnés, E étant situé à 
l'intérieur du quadrilatère convexe ABCD {fig- 4^)- 
Construisons les diagonales AC, BD : le point E tombera 
a l'intérieur d'un des triangles AOD, BOC, DOC, 
AOli, soit du triangle AOD; considérons le quadrilatère 
ACDI3, et menons la transversale PEQ, parallèle à AD, 
rencontrant les couples de côtés opposés AB et CD, ÂC 
elBD, en P et Q, R et S, respectivement. Le segment 
lîS étant intérieur au segment PQ, dans l'involution que 
déterminent les extrémités de ces segments, la puissance 
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de celte iuvoluiîoii est positive, et, conime le point E est 
intérieur au segment RS, il en est de même de son con- 



jugué. Dès lors, les dnrj points A, b, D, E, F, qu'un 
peut substituer aux cinq points A, B, C, D, E, rentrent 
dans le cas précédent. 

Etablissons actuellement la projiosilion suivante : Si 
l'on considère un pentagone convexe, et qu'on ap- 
plique à un de ses sommets la comtruciion de la tan- 
gente définie par le théorème de Desargues, cette 
droite laissera les quatre autres sommets d'un même 

Soit le pentagone convexe AIÎCDE {fig- 44)i appli- 
quons la construction de la tangente au sommet A. 




Dans ce but, imaginons le quadrilatère ayant pour côLés 
opposés AB et AE, BE et la tangente inconnue en A; 
coupons la figure par la di'oite DC, rencontrant A iî et 
AE en P et Q, BE et la tangente inconnue en A, en 71 
c'I S. Ee |iciitagooe étant convexe, les points P et Qsoiil 
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extérieurs au segment DC, d'un même côlé ou de part et 
d'autre; il en résulte que la puissance de l'iuvolution 
déterminée par les deux couples de points D et C, P et 
Q, est positive. Dans le premier cas, qui est celui de la 
ligure, le point R est compris entre les points P et Q; 
donc il en est de même de son conjugué S, et la tan- 
gente ne pouvant se mouvoir que dans l'intérieur de 
l'angle PAQ laisse les quatre points B, E, D, G d'un 
même côlé; dans le second les points R et S sont exlé- 
rieurs au segment PQ, et la conséquence est la même. 

D'après cela, pour montrer qu'on peut faire passer 
une conique par cinq points quelconques, dont trois ne 
sont pas en ligne droite, il suffit d'établir la proposition 
pour cinq points sommets d'un pentagone convexe, et, 
d'après la dernière proposition établie, en construisant 
les tangentes en deux des sommets de ce pentagone con- 
vexe, l'angle de ces tangentes qui renferme la corde 
unissant les points de contact renfermera aussi les trois 
autres sommets. 

Il suffit donc de montrer qu'on peut comti'uim une 
conique tangente à deux droites données en deux points 
donnés sur ces droites et passant par un troisième 
point situé dans l'angle de ces tangentes qui renferme 
le segment de droite unissant les points de contact. 

Pour résoudre la question, soient AT, BT les deux 
tangentes données, A et B étant les points de contact, 
C le troisième point situé dans l'angle des tangentes 
renfermant AB (Jig- A^)- Par les points A et B, et dans 
un plan autre que le plan ABC, faisons passer un cercle 
quelconque et menons en A et B les tangentes AT,, BT| 
à ce cercle. Le plan CTT, rencontre AB entre A et B^ 
dès lors il rencontre le cercle en deux points ; soît M un 
de ces points; joignons CM par une ligne droite et pro- 
longeons-la jusqu'à sa rencontre avec TT, en S. Si 
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nous prenons S pour sommet d'un cône ayant pour di- 
rectrice le cercle, le cône sera tangent aux deux plans 
TAT,, TBTi, et il sera coupé par le plan TAB suivant 
une conique tangente à AT el BT eu A et B, et passant 

Fig. 1,5. 




par le point C cpiî est la Irace de la génératrice SM sur 
le plan ABC ; cette conique répond à la question. Comme 
il j a deux points M sur le cercle, le même cercle donne 
deux solutions. 



Construction de coniques définies par cinq données, 
points ou tangentes réels, situés à distance finie, 
d'après les théorèmes précédents. 

XIV. Le premier de ces problèiues, construire une 
conique, connaissant cinq de ses points, a élé résolu 
avec détail dans le numéro qui précède de deux rangs, 
et nous avons montré dans le précédent que par cinq 
points, tels qu'il n'y en ait pas plus de deux en ligne 
droite, on peut toujours faire passer une conique. Nous 
allons nous occuper actuellement de la construction 
d'une conique dont on donne cinq autres éléments, 
points ou tangentes : 

i" Construire une conii/ae, coniiaissanl cini/ da ses 



y Google 



(93 ) 

Soient AB, BC, CD, DE, EF Jes cinq tangentes données 
{fig- 46); considérons les qualre Jernières comme for- 
mant un quadrilatère circonscrit donl les quatre sommets 
sont C, D, E et P, où se rencontrent BG et EF. Prenons 
un point quelconque A sur la première et unissons-le 
par des lignes droites aux sommets D, P, C, E du qua- 




drilatère; la seconde tangente, issue du point A, est le 
rayon coniugué de AB dans le faisceau en involution 
défini par les couples des rayons AC et AE, AD et AP ; 
en construisant ce rayon, on aura une sixième tangente 
et l'on pourra ainsi s'en procurer autant qu'on voudra. 
Considérons une des cinq tangentes données EF, et 
proposons -nous de trouver son point de contact, soit K; 
CD, DE", EK, KF peuvent être considérées comme for- 
mant un quadrilatère circonscrit dont les sommets sont 
D, E, R et G, intersection de CD et FK; si nous unis- 
sons le point B à ces sommets par des lignes droites, BK, 
sera le rayon conjugué de BD dans le faisceau en invo- 
lulio» déterminé par le couple des rayons BA, BC qui 
sont tangents, et par le couple BE, BG qui unissent le 
point B à deux sommets opposés du quadrilatère circon- 
scrit; on construira le rayon BK dont l 'intersection avec 
lîF donnera le point de contact K. 
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Brunchon. ~ Soic-nt AB, BC, CD, DE, EF les cinq 
tangentes données [Jig- 47); prenons arbitrairement le 
point A sur la tangente AB ; A, B, C, D, E peuvent 
être considérés comme cintj sommets d'un hexagone 
oirconscrit, dont F serait le sixième; les droites AD, 




BR, qui sont deux diagonales unissant deux sommets 
opposes, déterminent le point O par leur intersection; 
la troisième diagonale passe par C et O et détermine 
le sommet F et la tangente AF par sa rencontre avec 
EF. 

Considérons une tangente, soit AF qu'on vient de 
construire, et clierchons son point de contact K. Les six 
points A, B, H, E, F, et R, qui est inconnu, peuvent être 
pris pour six sommets d'un hexagone circonscrit; con- 
struisons les diagonales AE, BF unissant deux sommets 
opposés, leur intersection détermine le point w; la troi- 
sième diagonale passe par H et w et va couper AF au 
point clierclié K. 

L'une des cinq tangentes est donnée à l'infini. (La 
courbe, dans ce cas, ne peut être qu'une parabole.} 

Les constructions précédentes continuent à s'appli- 
quer en considérant deux des sommets du pentagone 
formé par les cinq tangentes données; soient D et E 
comme situés a l'infini sur les côtés extérieurs PX, PY 
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du quadrilatère complet, dont les quatre côtes sont les 
tangentes, restant à distance finie i^fig. 48)' 




niqiu 



issant quatre de 



Oi" Construire une ( 
ses points et une de ses 

Desaegqes. — Considérons le quadrilatère inscrit 
ABCD, dont les quatre sommets sont les quatre points 
donnés, et soit RS la tangente donnée {fig. 49)- Les 
couples de points P et Q, E et S, où la tangente est ren- 
contrée parles couples des côtés opposés du quadrilatère, 
déterminent une involulîon dont font partie les points de 




rencontre de la tangente et de la conique, et, comme ces 
points se réduisent à un, puisque la droite est tangente, 
le point de contact est l'un des points doubles de cette 



'olutio 



. On pourra, d'après cela, déterminer le point 



de contact et l'on est r 
points; comme l'involtuion 



où l'on doi 



i:inq 



1 deux points doubles, il y 
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La tangente peut être donnée à Vinfuii. (La coui'ln; 
est alors une parabole.) 

Soient encore les quatre points A, B, C, D {_fig- oo), 
et supposons d'abord la tangente PQ située à distance 
finie; si E est l'un des points de contact de la courbe, 




il sera l'un des points doubles de l'involution dét( 
par les couples de points V et Q, E. et S, Ui 



point quelcc 



, 0, du plan aux cinq points P, Q, R, 



S, E, le faisceau ainsi formé sera en iuvolution et OE e 
sera un rayon double. Si PQ passe à l'intini, les quatre 
premiers rayons deviendront parallèles aux côtés du qua- 
drilatère qu'ils rencontrent en P, Q, R, S, respective- 
ment, et OE sera toujours l'un des rayons doubles du 
faisceau déterminé par ces parallèles; mais, comme OE 
rencontre la courbe en un second point à l'infini, il est 
parallèle à un des diamètres de la courbe et détermine 
cette direction; on est alors ramené an cas où l'on donne 
cinq points dont l'un est à l'iuliui dans une direclioii 
donnée. Comme le faisceau OPQIÎS a d,;ux rayons dou- 
bles, il j a deux solutions. 



La tangente peut passer à l' infini 



el\ 



. même temps 



des points y passe dans une direction doi 
le des tangeini's passant à rinfiiit, la courb'' 
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peut èlre qu'une parabole; on peut alors supposer que le 
point et lo point do contact ont passé à ]'iniini dans la 
direction donnée, et l'on est ramené au cas où l'on donne 
cinq poinis dont deux ont passé à l'infini dans la même 
direction donnée. 

ïl n'y a pas de modification sensible à la construction 
générale, si deux des quatre points passent à l'infini 
rians des directions données, la tangente l'estant à 
distance finie. 






don, 



? quatre 



3" Constiu 
tangentes et un point. 

Théoeème connÉLATiï ue ci:i,ui de Desaegoes. — 
Soient AB, BC, CD, DA les quatre tangentes données, 
E le point donné {fig.5\); unissons par des lignes droites 
le point E aux quatre sommets du quadrilatère cîrcon- 
f,mt. Si nous coupons la figure pai- une transversale 




quelconque PS, les couples de points de rencontre de 
* EA et EC, EB et ED déter- 



avec les rayor 



cette drc 

minent une involution dont font partie les points de 
rencontre de la môme droite avec les deux tangentes 
issues du point E; mais, comme le point E appartient à 
la courbe, les deux tangentes qui en sont issues se con- 
fondent, e) leurs points communs avec PS se réduisent à 
un qui est le point double de l'involution détert 
L. M. 
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par P et Q, R et S. On déterminera donc tin de ces 
points doubles, en l'unissant au point E par une droite ; 
on aura une cinquième tangente et l'on sera ramené à 
un cas précédent. Comme l'involution a deux points 
donbles, il y a deux solutions. 

La même construction s'applique encore si le point 
E se transporte à l'infini dans une direction donnée. 
Les quatre rayons EA, EB, EC, ED, devenant parallèles, 
la courbe correspondante peut être une hyperbole ou 
une parabole: dansle premier cas, lacînquièine tangente 
sera une asymptote ; daiis le deuxième, cette cinquième 
tangente passe à l'infini; la courbe sera une parabole 
dont on connaît quatre tangentes; sa construction rentre 
dans un cas précédent. 

Si une des tangentes AD passe à l'infini, le point 
E restant à distance finie, la courbe ne peut être 
qu'une parabole, la construction continue à s'appliquer, 
deux des sommets A, D du quadrilatère circonscrit pas- 
saut à l'infini dans les directions BA, CD. 

Enfin, si une des tangentes, AD par exemple, 
passe à l'infini, et (fue le point E passe également à 
l'infini dans une direction donnée, la courbe ne peut 
être qu'une parabole; mais la construction ne s'applique 
plus, la cinquième tangente qu'elle détermine passant 
elle-même à l'infini. On peut alors traiter directement la 
question qui se réduit à construire une parabole dont 
on donne trois tangentes et la direction des dia- 
mètres. 

Soient AB, BC, AC les trois tangentes {fig. Sa), 
AX, BX', CX", les parallèles aux diamètres menées par 
les points A,B, C; prenons pour inconnues les points de 
contact. 

La droite qui unit deux d'entre eux, ceux qui se trou- 
vent sur les laniiontes BA, AC par exemple, est divisée 
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par AX cil duux parLius ôgales; dès lors sa direction est 
détcrminéu : jl suffira pour l'obtenir de pr<;ndrc sur RA 
la longueur Ali, = AB et do joindre 13,1, 1 étanl le 




point de rencontre de BX' avec AC ; B, 1 csi parallèle aux 
fiordes divisées par AX en deux parties égales. 

On déterminera d'une manière analogue les directions 
des deux autres cordes de contact respectivement paral- 
lèlesàiB,, AH ouBaL. La question se ramène alors à 
construire un triangle dont les côtés soient parallèles à 
IB), IBi, BïL, et dont les sommets reposent sur AB, 
BC, AC; les sommets de ce triangle seront les points de 
contact cliercliés. Pour construire ce triangle, il suffit de 
prolonger IB, , B^ L, jusqu'à leur rencontre en K, d'unir 
le point K au point C par une ligne droite coupant AB 
en G, puis de mener par ce point G les droites GG|, 
GGa, respectivement parallèles à IB,, B2L. Le triangle 
GG)Ga remplit les conditions de l'éuoncé : le problème 
n'a qu'nnesolution, 

4" Construire une conique dont on ilonnt- irais 
points et deux tangentes. 



y Google 



( .oo ) 
(loiiiHJcs, E, I'', G les Irois points doiiinis {fig- 53): 
considérons la droite MA^ qui unit les points de contact 
des deux tangentes AB, AG, comme formant avec elles, 
eu la prenant doublement, un quadrilatère inscrit dans 

Fi g. 53. 




la conique. Les points G et F, (jui appartiennent k la 
courbe, et les points P et Q où la droite GF rencontre 
les côtés opposés AB, AC du quadrilatère inscrit déter- 
minent une involulion dont lepoint w, où GF rencontre 
MN, est un des points doubles. En construisant les 
points doubles de cette involution déterminée, on aura 
deux points, tels que w, to,, dont l'un se trouvera sur 
MN. Rejetant le même raisonnement relativement à la 
transversale GE, on aura deux nouveaux points w', w', , 
dont l'un appartiendra à la droite MN. Cette droite peut 
donc avoir quatre positions déterminées, en associant 
deux à deux les points w, tO) avec les points (o', w', ; à 
chaque position de la droite correspond une conique 
dont la construction se ramène à un cas précédent : la 
question a donc quatre solutions. 

Dans les cas où quelques-uns des éléments donnés se 
transporteraient à l'infini, on raisoimerail. comme dans 
lt;s cas prédents. 
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5" Construire une coniqui 
genîes et deux points. 

Théorème corrélatif de ce 
Soient AB, BC , CD les Irois t 
les deux points donnes {fig- 54 



don!, on donne t 



E Desargues. — 
es données, E, F 
sidérons les dcnx 




tangentes réduites à une en E, et les deux tangentes ré- 
duites à une en F, comme formant un quadrilatère cir- 
conscrit à la conique, ayant deux sommets opposés en E 
et F, et les deux autres sommets opposés confondus au 
point O où elles se coupent. 

Les tangentes BA, BC, les deux rayons BE, BF déter- 
minent un faisceau en involution dont BO est un rayon 
double; donc, en construisant les rayons doubles du celte 
involution, déterminée par les quatre rayons connus, on 
aura deux droites BO, B0|, dont l'une doit passer par 
le point de concours des tangentes en E et F. 

En répétant le même raisonnement sur le faisceau 
déterminé par CB et CD, CE et CF, on obtiendra deux 
nouvelles droites issues de C et dont l'une passera par 
le point O. En associant chacune des deux droites issues 
de B, et telles que BO, avec chacune de celles qui sont 
issues de C, dans les mêmes conditions, on obtiendra 
quatre points qui peuvent appartenir chacun à deux 
t.„gemc.c„E«I.-. 

On pourra ainsi consiruirc (|uatre systèmes de deux 
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langentes qui, associés chacun aux trois tangentes don- 
nées, détermineront quatre coniques remplissant les 
conditions de l'énoncé. 

Si un ou deux des éléments donnés passaient à l'infini, 
on raisonnerait comme dans les cas précédents. 

XV. Etanl données deux coniques, chacune par 
cinq points, A,, A^;, A3, A4, As pour la première, li,, 
lin, ^31 Bj, Bi pour la deuxième, et admettant q ue ces 
deux coniques ont quatre points communs inconnus, on 
propose de construire une ti-oisièint> conique passant 
par ces quatre points, et par un cinquième point 
donné C. 

Par le point C menons une transversale quelconque; 
d'après le théorème du n" VI, Gliap. I[, on pourra con- 
struire les deux points M et M,, où elle rencontre la 
première conique, et les points N et N, où elle coupe la 
seconde ; le point conjugué de C dans l'tnvolution déter- 
minée par les couples de points M et M,, Net N,, appar- 
tient à la troisième conique, d'après la généralisation du 
théorème de Desargues, n° VHI, Chap. Il, et peut être 
construit. 

On pourra déterminer ainsi autant de points qu'on 
voudra de la troisième conique, et la question est réso- 
lue. 



XVI. Deu3i coniques ont deux points c 
As donnés ; en outJ'e on donne trois autres points de 
chacune d elles A3, Ai, A), pour la première. A',, A^, A', 
pour la deuxième : on demande de construire leurs 
deux autres points communs. 



Coupant la figure par une 
théorème du n" VT Chap. H, 



ransversale, d'après le 
I pourra construire les 
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points Met M,, N et N,, où elle rtMicontre les deux co- 
niques qui soiiteliaeum; (.létinies par cinq points. Si P 
est le point où. la riiÈme di'oite rencontre la droite A, A>, 
le point conjugué Q dans l 'in vol ution déterminée par les 
couples de points M et M,, N et N, appartient à la 
droite qui unit les deux points incounus (Gén. du th. 
cU Desargues, u° VIII, €hap. U). 

On pourra construire ce point Q, et de la même ma- 
nière déterminer un second point Qi de la droite unis- 
sant les points inconnus. Il ne restera plus qu'à trouver 
les points communs de la droite QQi avec l'une des co- 
niques données, ce qui se fera par l'applical.iou du i.héo- 
rèmeétabliaun'>VI,Chap. II. 

XVn. Une section plane d'un cône ayant pour di- 
rectrice une conique est aiussi une section conique. 

En effet, si l'on prend le sommet du cône comme point 
de vue, la section peut être considérée comme une per- 
spective de la directrice. 

Comme les théorèmes de Desargues et de Pascal sont 
projectifs et s'appliquent à la directrice, ou pourra con- 
struire tous les points de celte ligne par leur application 
et au moyen de cinq d'entre eux ; mais on pourra aussi 
construire tous les points de la section par l'application 
des mêmes théorèmes aux points correspondants de cette 
section. Il en résulte que tous les points de la section 
appartiennent à la conique qui passe par les cinq pre- 
miers et qui est déterminée, et qu'en conséquence cette 
section est une conique. 
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riUVITRE |[l. 



Théorème de Newton et conséquences. 

I. Théorème iië Newtos. — Si par un point du plan 
d'une section conique on mène deux sécantes paral- 
lèles à deux directions données, parallèles à ce plan, 
le rapport du produit des deux segments déterminés 
par la courbe sur l'une des sécantes au produit des 
segments déterminés sur l'autre est un nombre con- 
stant indépendant de la position du point. 

Soient O le cercle directeur, S le sommet cîii cône 
i/ig- 55); menons par le sommet du cône les deux 




'Iroîtes SA, Sli, respectivernent parallèles au' 
rlireetions données, et limilécs on A et Tï nu plai 
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base circulaire, le plan ASB sera parallèle au plan 
sécant. 

Par le point m, pris arbitrairement dans le plan 
sécant, menons de, ef respectivement parallèles à SA, 
SB, puis faisons passer un plan par SA et de, et un 
autre par SB et ej\ le premier de ces plans coupera le 
cône suivant les génératrices SC, SD, le deuxième sui- 
vant SE, SF; ils se couperont entre eux suivant la 
droite SM. 

Traçons ensuite pmq parallèle à DC et mit parallèle 
à EF. De la similitude des triangles mrfy.DSA, on déduit 

nul SA 
et de celle des triangles Smy, SMT) ■ 



d'où, multipliant membre à 



On trouve de même, par la considération des couple; 
de triangles semblables, mpc, CSA, Snip, CSM : 



F,n multipliant membre à niembrcles deux dernières ; 



MGx MD AC X AD 






Répétant des calculs analogues sur les triangles sem- 
blables : Smt, SMF, et mtf, SBF; puis sur les deux 
autres couples de iri^tugles semliiaMes : S m/-, SIVIE, ri 
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\suj 



Divisant membre i'i membre les deux dernières éga- 
lités, en remarquant que, d'après les proprJélés di;s 
sécantes au cercle, MC x MD = ME x MF, mi trouve 

SAV ACx An 



md _ /SXy- AC_ 
m/ ~ \Sq) ■ BË 



; IW 



Le second membre est constant et le théorème est 
démontré. 

La Jîg. 55 suppose les points A et B en dehors du 
cercle directeur, ce qui arrive toujours quand la conique 
est une ellipse ou une parabole, exceptant dans ce der- 
nier cas celui où l'une des directions données serait 
parallèle aux diamètres, et que nous examinerons à part 
à la fin du présent numéro. 

Dans le cas de l'hyperbole, l'un ou les deux points A 
ou B peuvent être intérieurs au cercle directeur, si les 
directions SA, SB correspondent à des cordes rencon- 
trant les deux branches; la démonstration se fait de la 
même manière et conduit au même résultai. 

Conservons dans la Jlg. 56 les notations de !a 
fig-. 55, et aussi les mêmes hypothèses, sauf que SA 
est une direction intérieure au lieu d'être extérieure 
comme dans la figure précédente. 

Des deux triangles mdq, DSA, sont toujours sembla- 
bles et donnent 

»id SA . 



il en est de même des triangles Smy, SDM, d'où l'n 
déduit 
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md _ AS Sm 
MD "" AD ^ SM' 




Considéioiis encore les deus couples de tii. 
hlables, }?tpc, ASC, el Smp, SMC, on en li. 



Multipliant membre à jnetnbrc les deus dernières 
égalités, on a 

md X me _ SÂ' f^Y 

MO X MC ~ AD X AC ^ \ SM } ' 

La démottstration s'achève comme dans le cas précé- 
dent, que la direction SB soit intérieure ou extérieure. 

Il nous reste à esamiiier ce qui advient dans le cas 
de la parabole, et si l'une des directions, soit SA, est 
parallèle aux diamètres; dans ce cas SA est située sur 
la surface du cône, et SB est contenue dans le plan tan- 
gent suivant SA (Jlg- 07). 

Le plan de l,i parabole est parallèle au plan tangent 
lîSA, et coupe le plan de la directrice suivant GH parai- 
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lèle à AB. Par un point m du plan de la section menons 
les droites dml, einf\ respectivement parallèles à SA, 
SB; puis encore rmt, pmq^ respectivement parallèles 




aux traces BFE, DA des plans SBm, SAm sur le plan 
de la directrice. 

Ces deux pians SBm, SAm coupent le cône suivant 
les couples de génératrices SE, SF, et SA, SD; de plus 
ils se coupent entre eux suivant S»jM. 

La trace I de la droite dml, intersection du pian de la 
courbe i!t du plan SAnî, sur le plan de la directrice, se 
déplace sur la trace GH du plan de la section sur le plan 
du cercle de base. 

De la similitude des triangles dini], SA.D, on déduit 

mq AD ' 
lie celle (1rs triangles Sjm, SDM, on tire 
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mulupliantnicmbi 


ce à membre, on a 

md SA S m 
SiD ■ A D ^ S W ■ 




Di! la t:oiisidérf 


aioii dos Lriaiigtes s 


■cmblaLlfs Snip. 


SMA, et observai. 
d'un parallélograiT 


t cjue inp = AI, com 
nuf, on déduit 

>np AI S m 
MA MA SM' 


lae <H)r.('s opposôs 



inuhiplianL membreà membre, 

md X Al _ SA fSmy 
MDx MA "" AD ^ \SM^ ■ 

Oii trouve, comme dans les cas prccédenls et par la 
considération des mêmes triangles, 

'ne X m/ __ Sb' /Smy 

ME X MF BF X BE \SM ) 

Divisant membre à membre el observant que 

MD X MA^MEx MF, 



».rfx 


AI 


SB 
BE X BF 


me X m/ 




âB* ^ 



Or le produit AD x AI est constant et (%al k AU ; le 
second membre est donc constant, et l'on a 



c'est-à-dire (jue, dan» la parnbole, l<: point 
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d'une corde de direction Jixe avec un diamètre par- 
tage celte corde en deux segments dont le produit est 
nu segment du diamètre compris entre le même point 
et la courbe dans un rapport constant. 



II. — Propriétés métriques des demi-cordes parallèles, 
ou ordonnées d'une section conique, par rapport aux 
segm.ents qu'elles déterminent sur le diam.ètre qui les 
divise en parties égales. Équations des coniques à 
centre rapportées à deux diamètres conjugués- Equa- 
tion de la parabole rapportée à un diamètre et à la 
tangente à l'extrémité de ce diamètre. 

Les jiropriétês que nous avons i'iiiLcnlion d établir 
ilans le présent numéro sont des consccjuences immé- 
diales du tliéorènie de Newton que nous venons de dé- 
montrer. 

Considérons séparément les Iroi.s courbes. 

Ellipse. — Soit l'ellipse {fig. 58); AA', BB' deux 
dianièttes conjugués dont nous supposerons les demi- 




longueurs respectivement représentées pur li' et //; CC' 
une corde p^irallèle à BB', et divisée en deux parties 
égales par son poîiil de rencontre P avec AA'. 

IM ■ 1 I • • J 1V7 . 1 PC X PC 

I) aprcs !(' tlieoreme de iVewlon, le rapport pT ,^, 



y Google 



( ■.. ) 

conserve une nu-me valeur consiante quand le point P 
se déplace sur AA'; en conséquence, on a, pour tous les 
points de la courbe, 

PC X PC _ OIS X OB' 
PA X PA' " OA xOA'' 



Donc : le carré d'une demi-corde, ou ordonnée, qui 
se défflace en conservant sa direction, est au produit 
des segments qu'elle détermine sur le diamètre con- 
jugué dans un rapport constant. 

Si l'on désigne, d'une façon générale, cette ordonnée 
parj', et par ^ !e nombre positif ou négatif représentaTU 
OP, l'équation précédente peut s'éci'ire 



c'est l'équation cartésienne de la courbe rapportée aux 
deux diamètres conjugués AA', BB'. 

Parabole, — Soît une parabole dont le diamètre AX 
divise en parties égales les cordes telles que CC, paral- 
lèles à la tangente AT (Jîg- Sg); d'après la fin du nu- 
méro précédent, on sait que, lorsque la corde CC se 

déplace parallèlement à elle-même, le rapport ^p — • 

est constant; et, comme le point P où CC rencontre le 
diamètre conjugué de sa direction en est le point milieu, 

cette égalité peut se mettre sous Ja forme -r-p = a/j , /) 
étant un nombre représentant une longueur fixe. 
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Désignant, d'une façon générale, CP par y et AP par ^, 
l'équation précédente, qui a Hou pour tous les points du 
la eourbe, peut s'éerire 



r- = ■■'P '^ 



é(juation eartésieime do la parabole riJ 
mètre et à la langeiite à sou extrémité 




HyrEitBOLE, — Soicnl enfin l'hyperbole O (fig. 6u), 
ce une corde variable parallèle à OY, OX le diamètre 




njugué de sa direction; d'après le tliéorème de Newton 



uu pour iuu> lus jjoiucs m: ia 


"""•'" "PP''"PAxPA 


a une valeur conslante, et il e 
linisqi,ePC=PC'. 

Clicrclions à délermitier la 


ti est de même de :^- — -r—, > 
valeur de ce rapport : dans 
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, par le point C, Cio pai 
avons immédiaLoLiient. 



m 



Si le point C s'<3carte inaéliniiiiont du l'oiij^iiic, la 
droite Cw se rapproche indéfiniment de rasyjiiptole, et 
le point (0 du point 0; il eu résulte que wA et cuA' 
restent finis, et que leurs rapports à Pw ont pour limite 
-/éro;de pins, si nous représentons les longueurs OA, AB, 
par a', V respeetivenient, on déduit de la similitude 
des triangU's (oPC, OAH l'égalité 






'(-^;^)(-.-i;)^ 



lJon<: k: carre (l'une (feiiii-corcle , ou or'lonnéi^, 
t/iii se déjdace en conseivant sa direction, est au pro- 
duit des segments i/u'elle détermine sur le diamètre 
conjugué, que la figure suppose rencontrer réellement 
la courbe, dans un rapport constant. 

Si l'ou rcprésimte, d'une manière gém-i'ale. retii; 
ordonnée par j' et par x le nombre |iosiLif ou négatil 
représentant le segmeiit 0!', l'éipiation précéileiite peut 
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C'est l'équation cartésieniii! dt^ \a courbe i-3|i{ioir.t*c a 
Jeux diamètres conjugués OX, 0\ . 
Ci;tLc équation peut s'écriri; 



ij + sV-iX^-'V-i) '•'■■ 

(l'oii l'iHi peut conclure que le carré d'une deini-corrle 
i/id se déplace parallèlement à une direction Jixe, et 
dont le diamètre conjugué ne rencontre pas réelle- 
ment la courbe, est au produit des segments qu'elle 
délerndne sur ce diamètre dans un rapport constant, 

\ COHDITIOJN DE COSSIDÉRElt LES EXTRÉMITÉS DE CE DIA- 
MÈTttE COMME DISTAMTES DU CEWTBF, DES LOKGTIEUHS IMA- 
GtMAIRES liEPRÉSËffTÉES P.iH ± l>\'' I . 

III. Construire une conii/tie dont on donne un point, 
réel et ijuaire points réels ou imoginaires définis par 
les couples de points oit deux droites données ren- 
contrent une ou deux coniques. 

Remarquons d'abord que, d'après le théorème établi 
au n" VI, Chap. II, on peut remplacer les points com- 
muns réels ou imaginaires d'une conique définie et d'une 
di-oile donnée par ceux de la même droite et d'un cercle 
qu'on peut construire; d'après cela, on peut considérer 
les quatre derniers points donnés comme situés par cou- 
ples sur les deux droites données et Jeux cercles donnés . 

Soit donc à construire la conique passant par le point 
réel donné. A, et par les couples de points de rencontre 
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i\i:r ili-oiLos doiiiiéL's OX, OY, avoc les (■erclus donnés lo, 
(o, respect! veulent f/?^''- 6i). 

Menons par le point A la parallèle à OX l'enconlrant 
OY en C, et soit A, son second point de rencontre avec 
la courJjc; d'après le théorcnie de IVewtoii, le rapport 



7 c- 

du prodviit CAx CA) à celui des segments înterceplés 
sur OY entre le point C et les poîiils où celte droite 
rencontre le cercle to,, ce dernier produit étant égal à la 
puissance, tt, du point C par rapport au cercle w,, est 
égal au rapport des puissances P et P, du point O par 
rapport aux cercles tu et w, respeclivemenl. 



On aura doi 



C\| ; 



d'oLi l'on pourra déduire une construction du point A, . 

On pourj'a déterminer par une construction analogue 
le point Ai où la paiallèle à OY menée par A rencontre 
de nouveau la courbe ; puis encore les seconds points de 
rencontre avec la courbe des parallèles menées à OY et 
OX par les points A , et A^, soient ces points A3 et Ai ; 
connaissant cinq points réels de la courLe, elle est dé- 
linie et peut èlre construite. 

liemarijue. — La construction précédente ne pourrait 
se terminer de la même manière s'il arrivait que les points 
A3 et A4 se confondissent; dans ce casOX etOY seraient 
parallèles à deux diamètres conjugués de la courLe, 
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diiiiiièti'cs qu'on pourrait construire t!ii iiiuii.iitL di^s paj al- 
lèles il OY, OX par liis points milieux des tordes AAf , 
AAa ; on eonnaitrait alors Je centre et l'o» pourrait con- 
struite la longueur de ces diamètres d'après le lUéorème 
de JVewton, ainsi qu'il suit. 

Conservons danslay?^, 62 les notations delà /ïg. Si-, 
supposant A3 et A.i confondus en A3, et soient R et H, 



lites dudiaméti-e par^ 
ne de iVevvtoii, 



Pi ot P étant toujours li'S puissauci'S du pi)ii!l O par rap- 
port aux cercles (jj| et !li ; la dernière égalité peruict de 
coustraire 6R et, en conséquence, les points R et R, , 

Examinons enfin le cas où tes droites données som 
parallèles. 

Proposons-nous de faire passer une conique pai' le 
point réel A, et par les points imaginaires où les cereles 
w, w, rencontrent les droites parallèles X,X, Y, Y res- 
pectivement {/ig- 63). 

Les points milieux des cordes interceptées dans la 
courbe cherchée sur les droites X|X, Y, Y sont placés 
aux pieds P et Q des perpendiculaires abaissées des 
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\es donnée 



PQ esl donc iu diamètre (le la courbe divisant en par- 
ties égales les cordes parallèles à XiX; en menant par 
A la parallèle à X|X et en la prolongeant au delà de son 




point de 
le point A, 



;oiilreC avec Py d'une loi 
I nouveau poini 



rCA. = CA, 
de la courbe. Dési- 



gnons par R et R, les extrémités du diamètre PQ et par 
P et P, les puissances des points P et Q par rapport aux 
cercles w, w, respectivement ; nous aurons, par applica- 
tion du théorème de Newton, 

CR X CR, _ riî X Plt| _ OR X QKi 



CRxCRi _ (FCH-GR)(b'G— GRi) _ (QC-CR)(QO + CR|) 



GRxGRi _ [■C'-)-rG(CR-GRi) _ QC ^QC(CR — CR,) _ 
gI^ P + CÂ' I'.-hCÂ' 

Au iuoycii de la dernière égalité, on [)eut construire 
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CR — CR,, piih au moyen de la preinièrc un carié 
équivalent à CR X CH,; et. d'après un problème dont 
la solution est connue, on pourra construire CR et CR| . 
Connaissant le diamètre RR, de grandeur et déposition, 
on aura le centre : on pourra alors construire le diamètre 
conjugué qui est parallèle à X, X, et l'on aura sa lon- 
gueur désignée par h' d'après l'égalité 



<CR, 
(jui se déduit du théorème de Newton. 

IV. Conslriiire les points communs de deux coniqi 
situées dans un même plan, ayant un diamètre 
CONNU, divisant en parties égales des cordes de direc- 
tion donnée. 

Supposons d'abord deux coniques à centre ayant le 
diamètre commun EFi divisant dans l'une et l'autre en 




parties égales les cordes parallèles à AB, la position du 
diamètre étant connue, ainsi que la direction de la corde 

(fis- H). 

Nous pouvons supposer, en outre, la première co- 
nique définie par trois points M, N, P, qui, d'après la 
propriété du diamètre, en font connaître trois autres, 
et la deuxième par trois autres points ]\[|, JN i , P|, 
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s le ihéorème établi au 11° VI, Chapitre II, nous 
LS coiiscniîre un cercle passant par les points 
réels ou imaginaires E, F, où la première conique ren- 
contre le diamètre commun, et de même un cercle 0( 
passant par les points G, H, où la seconde rencontre le 
même diamètre. 

Si A, B, C, D sont ces points inconnus, la question 
se ramène à délerminer les cordes communes AB, CD, 
ou, ce qui revient au même, les points R et S où elles 
rencontrent EF. 

Menons par les points M cl M, les parallèles à AB, 
MK-, M, K, , coupant EF en K et K, ; désignons par P 
ut p les puissances des points R et K par rapport au 
cercle O, el par P, et ]h les puissances des points R et 
K, par rapport au cercle O, ; nous aurons, d'après le 
théorème de Newton, 



MiK, 



Le rapport des puissances du point R., par rapport 
aux cercles O et 0( , est donc connu ; il en résulte que 
le point R ci le point S, pour lequel il en est de même, 
se trouvent sur un cercle ayant même axe radical avec 
les cercles O el 0( ; ce cercle peut être construit, com.me 
on l'a fait au n" VI, Chapitre II, et la question est re- 
considérons actuellement te cas où l'une des coniques 
est une parabole; supposons toujours connu le diamètre 
comjnunEZde position et la direction des cordes, telles 
que AB, qu'il divise on parties égales l/i^- 6,)). Siippo- 
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sous la paraboI(3 déllnie par duux jioinls qui on deter- 
miDcnt deux autres, d'après la propriété du diamètre; il 
est facile de construire le poiiii E où la courbe coupe le 
diamètre, car il est le centre de l'involutioii détcriniiiée 
sur EZ par ses points de rencontre avec les couples de 
cotés op])osés du ipiadiilalère inscrit, dont les sommets 




se déduisent des données, son conjugué étant à rintini. 
Les points G, H, où la seconde conique rencontre EZ, 
sont à rinterseetion de cette droite et d'un cercle O,. 
qu'on peut construire, si l'on connaît trois points de la 
courbe, comme dans le cas précédent. 

Menons, par le point M de la parabole et par le point 
M| do la seconde conique, MK oiM|K| parallèles à la 
direction de ÂB et coupant EZ on K et Kj, et proposons- 
nous de trouver les points R, S où les cordes communes 
parallèles coupent EZ. 

D'après la modification du théorème de Newton éta- 
blie au n" I du présent Cliapître, quand la courbe est 
une parabolo et quand l'une des sécantes est parallèle 
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■I, iVaprt'.'. le lliiîorème do Nt'wLoii iiil-itii'iiii'. 

lilî X RG ~ K,ll X lv|U "" />," 
.i /;, csl la puissance du point K, par rapp 
irrdr (),. 

Divis.nl jiuînihrc i\ mc.iihiv. 



i-( étani, une luiigiieur qu'on ptiul consLniiri'. 

D'après cela, le point R et le point S, sni' 1uc[ih;1 on 
peut répéter le même calcul, appartiennent an lieu des 
points dont la puissance par rapport au cercle O, et la 
distance à une droite quelconque passant parE (perpen- 
diculaire à EZ, si l'on veut), comptée parallèlement â 
EZ, sont dans le rapport «; ce lien, qu'on a déterminé 
d'après le théorème II, Cliapîtrc II, n" I, est un cercle, 
qui peut être construit et dont l'intersection avec EZ 
donne la solution de la question. 

Enfin les deux coniques peuvent être deii\ paraboles 
ayant un diamètre commun. 

Snpposons que ce diamètre soït EZ, divisant en parties 




>]'dcs parallèles;. Alî (Ji^. 66); admettons 
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suffisant pour dtiterminer ces deux courbes; nous pou- 
vons supposer connus les points E, E,, où elles rcncou- 
trenl EZ, et les ordonnées parallèles à AB d'un point 
(le cliacune d'elles, soient MK, M|K,. D'après ce que 
nous avons vu au n" I du présent Chapitre, ne 
lus égalités 



Le second membre est connu, on en déduit la position 

du point R, connaissant le rapport de ses distances aux 
points E et E, ; la seconde sécante commune passe à l'in- 
fini, la question est complètement résolue. 

Remarque ihportamte. — Cette question peut être 
tilîlisée pour déterminer exactement les points doubles 
virtuels de la projection sur un plan de l'intersection de 
deux quadriques. 

V. Théorèaie de Cauwot. — Si l'on considère une 
conique et uu triangle situés dans un même pla 



L deux, points cliaque côté du 
triangle, le produit des six segments déterminés sur 
chaque côlé entre un sommet du triangle et ses points 
de rencontre avec la conique, ces segments étant comp- 
tés dans le sens du mouvement d'un point qui parcourt 
le périmètre du triangle sans rétrograder, est égal au 
produit des six segments comptés de la même manière 

(Considérons la conique de la /''^'. 6y coupée par li;s 
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côtés du triangle ABC aux couples des poinLs D et 1.),, 
EetE,, F etF)! par on point O du plan, moiious les 
transversales PP|, QQijRRi respectivenienl parallèles 
aux côtés AB, AG, BC du triangle. 




R de Newton, on a les égalités 



" OP X OP, 



.lUJtiplIa 



AF X AFi X CE X CE, x BD x BDi ' 

ce qui démontre le théorème énoncé. 

Entre autres usages de ce théorème, on peut s'en servir, 
quand on connaît cinq points d'une conique, pour dé- 
terminer le second point de rencontre, avec cette courbe 
d'une droite quelconque passant par l'un des cinq points 
donnés. 
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Propriétés des coniques doai les points communs 
appartiennent à un cercle. 

Vï. SoiL-nt O ijig. 68) uno coniquL-; A, H, C, D 
quaLie points communs à cette conique et à un curcle; 




construisons un des couples de sécantes reetiligncs, 
passant par ces quatre points, soit AC, BD se coupant 

Si par un point quelconque, )., du plan nous menons 
les parallèles AnC^, B^Da aux droites AC et BD res- 
pectivement, les points communs Aj, Bj, Cs, D^ de ces 
sécantes avec la conique appartiennent à un même 

Bn clî'ct, d'après le théorème de Newton, on a l'éga- 
lité 

>.A,x /.Gs __ oi A X ..) G , 
XlîjxXDi wlîxwD' 

mais, d'après une propriété connue des sécantes au 
cercle, le second membre est égal à i : donc il en est de 
même du premier; dés lors, d'après la réciproque de cette 
propriété, qui est vraie et aussi connue, la proposition 
énoncée est évidente. 

En second lieu, les deux sécantes considérées AC, 
RD sont égalemeut inclinées sur l'uu des axes de la 
rnurLe, soil PO. 
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Pour le déiuon ire r traçons la séuanit; A| C, pucaliùle 
à AC, et faisons passer par A, et C, uu cercle dont le 
centre, 8, soit situé sur l'axe PQ. Ce cercle passera par 
les points D|, B) respectivement, sjinélriques de A, et 
C), par rapport àPQ; la droite B, D, sera symétrique de 
A) C, par rapport à PQ ; ces deux droites se couperont 
sur PQ et seront également inclinées sur cette droite. Il 
suffit donc de montrer que B|D) est parallèle à BD ; or 
cela est évident; car, si nous menions par B) une paral- 
lèle à BD, le second point de rencontre de cette droite et 
de la conique appartiendrait au cercle 9, d'après la pro- 
position précédente, et, si ce second point était distinct 
de Di, e' est-à-dire si B, D, n'était pas parallèle à BD, le 
cercle 6 aurait avec la conique cinq points communs cl se 
confondrait avec elle, ce qui est contraire à 1 liypotlièsc. 

Il résulte de ces deux théorèmes ; 

1° Que, si les points communs de deux coniqitessont 
situés sur un cercle, les axes de ces coniques sont paral- 
lèles aux bissectrices des angles d'un de leurs systèmes 
de sécantes rectilignes communs, et, en conséquence, 
parallèles entre eux ; 

1° Que, si un des systèmes de sécantes rectilignes 
communs de deux coniques est composé de deux droites 
également inclinées sur l'un des axes de l'une d 'elles, 
les points communs des deux coniques appartiennent à 
un même cercle; car les points communs de deux paral- 
lèles à ces droites menées par un point de l'axe avec la 
conique correspondante sont symétriques deux à deux 
par rapport à cet axe et, en conséquence, sur un mente 
cercle; 

3" Que, si deux coniques ont leurs axes parallèles, 
leurs points conmnins sont situés sur un cercle, et qu'en 
conséquence leurs couples de sécantes comiiuines sont 
composés de droites é.'^alenienf inclinées sur les in:e.s. 
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Soient, eii eil'ft, doux coniijues dont on -supiiosc; les 

axus parallèles, el se coupant aux points A, B, C, D 

(,/'■«■ 69). 

Faisons passer un cercle par les points A, B, C, ot 
menons par le point B, BR parallèle à AC ; soit encoie 
l'Q l'on d.-,s axes et l'ime des coniques, ou 11 uc paiallèle 




à cet axe. Si Ii; cercle passant par A, B, C passe égale- 
ment par D, le ibéorème résulte des propositions pré- 
cédentes; mais il ne peut en être autrement, car s'il 
rencontrait les deux coniques en des points dîlVërents, 
soient D' el D", les trois droites BR, BD', BD", issues du 
même point, seraient également inclinées sur une même 
droite PQ, ce qui est contradictoire avec un théorème 
connu: la proposition est donc établie. 

\Ji. Construction dit cercle osculalaur an un /xiiiit 
d'une conique. — Si trois des points communs d'nn 
cercle variable et d'une conique fixe viennent se réunir 
en un seul, la limite du cercle variable porte le nom de 
cercle ose utateur de la conique en ce point C {Jig- 70). 

Dans ce cas, les trois systèmes de sécantes rcetiiifjncs 
qui passent par les quatre points communs de la co- 
nique et du cercle se réduisent à un seul composé de la 
tangente a la conique au point d'osculatîon, C, cl de 1 
droite CM qui unit ce point au quatrième point com- 
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tangente CT au point C de la coiiicjin,-, et 
(le telle sorte que les droites CM et CT so 
iiieliuécs sur l'un des axes de la courbe, 



'. PQ, puis 




(lé ter min an l le point M, où CM rencontre la conitiue, 
le cercle osculateur sera defmi par les coiiditious d'être 
tangent à Cï eu C et de passer par le point M. 

VIII. Piojjriétés de certaines sécantes communes au 
cercle et à l'hyperbole équHatèie. — Ou donne le nom 
A'hjperiole èquilatère à celle dont les asymptotes sont 
rectangulaires; il en résulte que les ases de cette courbe 
sont égaux, et qu'il en est de même de deux diamètres 
conjugués quelconques d'après le second des théorèmes 
d'ApoLLOSiTîS. Dèslor? le parallélogramme construit sur 
deux diamètres conjugués est un losange, et les asym- 
ptotes qui en sont les diagonales, n" XVII, Cl». I, sont 
bissectrices des angles de deux diamètres conjugués. 

On doinie le nom de cordes supplémentaires AI v.\\ç 
conique à deux cordes unissant un point de la courbe 
aux extrémités d'un même diamètre. Il en résulte que 
deux cordes supplémentaires d'uue conique sont tou- 
jours parallèles à deux diamètres conjugués, ceux qui 
unissent le centre au milieu de chacune de ces cordes, 
et de là que deux cordes supplémeutaires d'une hyper- 
bole èquilatère sont également inclinées sur les asym- 
ptote.. 
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De ces détiiiÎLicms ou proposi lions, et do celles sur les 
secautes à une conique et à uu cercle on peul déduire la 
proposiiion suivante ; 

ÏHÉoKisME. — iSi l'une des sécaïUes communes à un. 
cercle et à une hyperbole é</uila/.ère passe par le 
centre de l'hyperbole, la sécante msocîée paxsc /»ar le 
centre du cercle. 

Soient A, B, C, D quatre points communs à l'hyper- 
bole équilatère dont les asymptotes sont PQ et RS, et à 
uu cercle {Jig. 7'}i de plus, supposons que la sécante 
AD jiasse par le centre de l'iiypcrbole. 




Menons AX, AY respectivement parallèles aux asym- 
ptotes PQ, RS; la bissectrice AZ de l'angle XAY est 
parallèle à un des axes de la courbe et fait avec AY un 
demi-angle droit. Prolongeons CA suivani AL, liA sui- 
vant AM, et menons AN parallèle à CD ; AN étant pa~ 
ralJèle à la corde CD supplémentaire de CA, AN et AL 
Ibnt des angles égaux avec AY, d'où NAY = YAL; AB 
cl CD étant deux cordes communes de l'Iijpcrbolc et 
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du cercle soiiL également mcliiiées sur les axes ; il en ré- 
sulte que AM, prolongement de BA, et AiN, parallèle à 
CD, font des angles égaux avec KL, et ZAlN = ZAM, 
Ajoutant membre à membre 

ZAN + NAY = ZÂM -h YAL, 

et le premier membre élant égal à un dem 
somme des deux membres est égale à un au 
donc ÎVLAL = CAB == i droit, et le cercle 
quadrilatère ABCD a son centre sur BC, ce qu'on vou- 
lait démontrer. 



Iroii, la 
e droit. 



IX. Propriété des sécantes rectangulaires ài'hyjjci 
hole équilatère. — Soit O le cercle directeur et S 1 
■l d'un cône [Jig. 7a). 




Supposons-le coupé par un plan suivant une livper- 
bole équilatère, le plan SXY mené par le sommet du 
cAne parallèlement au plan sécant le coupera suivant 
les deux génératrices rectangulaires, SI, SK. 

Dans le plan de la section imaginons deux droites 
rectangulaires, l'une sera parallèle à un diamètre trans- 
verse et rencontrera les deux brancbes de la courbe, 
l'autre sera parallèle à un diamètre non trausversc et nu 
L, M. ,j 
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runcoutrera que l'une des branehes, soient ces cordes ab 
et cd. Menons par le sommet S, SP parallèle à ah et SP, 
parallèles à cd-^ l'une de ces droites sera extérieure à 
l'angle droit KSI, soit SP, l'autre SP, lui sera inté- 
rieure, l'angle PSP, étant droit. 

Le plan des parallèles ab, SP coupe le plan de la di- 
rectrice suivant la droite PAB, et le cône suivant les 
génératriees S«A, SiB; celui des parallèles cd, SP| 
coupe le plan de la dîreelrice suivant la droite CPj D, et 
le cône suivant les génératrices ScC, rfSD; de plus, les 
eoixles rectangulaires, ab, cd, se coupent en un point g 
de l'intersection SG des deux plans dont on vient de 
parler. On démontrerait, comme au n" I du présent Cha- 
pitre, cju'on a les égalités 





ga X gb 
GA X GB 


SP 
PA X l'B 


x(IS)"' 




gc>:.gd 
GGxGD 


. s^' 


-x(^\' 




P.OxP, 


B'-ysaj 


d'après 


les propriétés des sécantes au cercle. 




ga>cgb 
GAxGB 


pixpk'^Isg) ' 




gcx^gd 
GC X GD 


^-S^^-m- 


)ivisant 


membre à 


membre, e 


u ayant égard à 



priété des sécantes au cercle. 



et, comme l'angle P) SP est droit, si SH est perpendic 
laire surPP,. on a 
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<gl> 
<gd- 



Or SH est l'axe radical des cercles i 
triangles KSI, P) S P, et l'on sait, d'après ce qu'on a vu 
au n" I, Ctap. K, tlieorème II, que l'un de ces cercles, 
le second par exemple, est le lieu des points dont les 
puissances, par rapport au premier, sont à la distance 
des mêmes points à leur axe radical dans un rapport 
constant convenablement choisi. 

,1 , , , P.IxPiK PI X PK 

Il en résulte que Jes rapports — ^-^7 — > — =t| — 

1 . 1 I gax. gb 

sont numériquement égaux ; des lors le rapport - — % 

est numériquement égal à 1; mais, comme les deux seg- 
ments ga, gb sont de sens contraires, tandis que les 
deux autres gc, gd sont de même sens, on doit consi- 
dérer ce rapport comme égal à — i . 

De là on peut déduire le théorème suivant ; 

Si une hyperbole équilatère est circonscrite à un 
triangle, elle passe par le point commun des hauteurs. 

Et comme corollaire : 

Si deux hyperboles équilatères ont quatre points 
communs, elles doivent coïncider, à moins que l'un des 
points ne soit le point commun des hauteurs d'un 
triangle dont les trois autres sont les sommets. 

X. Théorème de Fhégier, — Si par un point de la 
circonféi-ence d'un cercle on mène des parallèles à 
deux diamètres conjugués d'une conique, la droite 
qui unit les seconds points communs de ces parallèles 
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fmec la circoiifêrenca fiasse fiar un point fixe rjui jjor!'^ 
le nom de poewt de Fiikgiiir. 

Soient O le cercle donné, A li; poIiU ilonné sur sa cir- 
conférence (fig- yS)- 

Menons par le point A les parallèles AiM, AN h deux 
diamètres conjugués d'une conique située dans le uiéme 




plan; il s'agit de montrer que MiV passe par un point 
fixe. 

Les couples de droites, telles que AM, AH, foriucnl 
un faisceau en involution; transformons la figure par 
rayons vecteurs réciproques en prenant A j>our pôle et 
xrne puissance quelconque K ; la circonférence O a pour 
transformée la droite XY, et les poiuts, tels que ni et n, 
forment une involution, n" JII; Cbap.II, soît o) le centre 
de cette involution; unissons Aw par une droite. 

La droite dont MN fait partie a pour transformée la 
circonférence passant par les points A, m, n, et ren- ■ 
contrant A (u en />; le point p est lise à cause de l'égalité 
wHiXww^wAxw/', le premier membre étant fixe 
d'après la définition de l'involution. Or nous avons 
aussi, P étant le poim où MN coupe A(u, 

A/. X AP =-- K, 



d'après uotr 


1', transformatii 


on; le point /î 


étant fixes, i 


il en est de mè 


me de P. 
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Le ihéorèine de Frégier est encore vrai si au cercle ou 
substitue une conique, cela se voit en considérant cette 
courbe comme la perspective d un cercle. 

L'application de ce théorème permet de construire 
facilement deux rayons d'un faisceau en involution fai- 
sant entre eux un angle donné, quand le faisceau est 
déterminé par deux autres couples de rayons conjugués, 
et, en particulier, de construire, en direction, deux dia- 
mètres conjugués d'une conique, dont on donne le 
centre, faisant entre eux un angledonné, quand on con- 
naît les directions de deux autres couples de diamètres 
conjugués. Nous ne nous y arrêterons pas. 

Comme seconde application très intéressante, on peut, 
au moyen de ce théorème, déterminer simplement les 
rayons conjugués communs à deux faisceaux en involu- 
tion de môme sommet ou. ce qui revient au même, les 
diamètres conjugués communs de deux coniques concen- 
triques. Il suffit pour cela de faire passer un cercle par 
le sommet commun des deux faisceaux, de déterminer le 
point de Frégier relatif h chacun d'eux et d'unir ces 
deux points par une droite; les points où la droite coupe 
le cercle appartiennent chacun à un des diamètres con- 
jugués communs. On ramène .i cette question celle de la 
détermination des diamètres conjugués parallèles de deux 
coniques situées, comme on voudra, dans le même plan. 

Le point de Frégier s'est présenté spontanément dans 
la construction que nous avons donnée au Chapitre I, 
n" VI. 

Thpioiikmk kt A!']>licatio?>"s. — Si par un point du 
pian d'un quadrilatère on mène des couples de paral- 
lèles aux directions des asymptotes de chacune des hy- 
perboles circonscrites au quadrilatère^ ces couples de 
parallidcs forment un faisceau en uwoliilion. 
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SoieiU EFGH le (juadHlatère, AOB, COD les asym- 
ptotes d'une hyperbole circonscrite (yï^. 74)- Coupons 
la figure par une droite quelconque, rencontrant les 
cèles du quadrilatère en P et F, Q et Q', et l'hyperbole 




<;n Ti. et IV; piii.s unissons ces six points à un point 
fixe w, pris arbitrairement dans le plan, par des lignes 
droites. D'après le llioorèinedeDESAUGUEs, ces six droite ; 
forment un faisceau en involution, et il en sera encore 
ainsi si la sécante PR' s'éloigne à l'infini ; mais alors les 
rayons wP et wP', toQ et wQ* deviennent parallèles aux 
systèmes de cotés opposés au quadrilatère, toR et wR' 
deviennent parallèles aux asymptotes de l'hyperbole; 
donc les parallèles aux asymptotes de l' hyperbole menées 
|iar le point w sont deux rayons conjugués du faisceau en 
involution, déterminé par les systèmes de parallèles aux 
côtés opposés du quadrilatère menées par le même point, 
ce qu'il fallait démontrer. 

Ce théorème est susceptible d'applications nombreuses 
par son association à celui de Frégieci. 

1° On en déduit, /e? directions des asjiitptoLes de 
l'hyperhole passant par cinq points. îl suffit pour cela 
de construire les rayons conjugués communs à deux fais- 
ceaux en iiiiohition dcterminéi^ en menant nar un point 
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du plan Jes parallèles aux systcines de côtés oppot 
duux quadrilatères inscrits. 

2" On. peut encore construire, par ce moyen 
hyperbole plissant par quatre points donm 
sant l'angle des asymptotes ; on est ramené pour cela à 
déterminer deux rayons conjugués d'un faisceau eu în- 
volution comme faisant entre eux un angle donné. 

3* Comme cas particulier de la question précédente, 
on peut construire une hjperhole ét/uilatère /tassant 
par i/uatre points donnés en recherchanl les rayons 
coujugués rectangulaires d'un faisceau en involulion dé- 
fini. 

Ou voit ainsi que le problème n'admet généralement 
qu'une solution ; toutefois, et c'est là une iiiîmaiiqiir uf- 
PORTANTE, si les couples de cotés opposés du quadrila- 
tère étaient rectangulaires, c'est-à-dire si trois des 
points étaient sommets d'un triangle dont les hauteurs 
concourraient au quatrième point, le quadrilatère étant 
non convexe, les seules coniques qu'on peut lui cii'con- 
scrire sont des hyperboles ; en second lieu, deux des 
couples de directions asj m ptotiques, celles des systèmes 
de côtés opposés, étant rectangulaires, tous les sys- 
tèmes de rayons conjugués du faisceau sont rectangu- 
laires, et toutes les coniques circonscrites à ce quadri- 
latère sont des hyperboles équilatères. Ces dernières 
conséquences complètent le théorème et le corollaire 
démontrés à la fin du n" JX du présent Ckapitre. 

XII. Thêokème. — Si l'on coupe une conique par 
une hyperbole équilatère, dont les asymptotes soient 
parallèles aux axes de la courbe, trois des points com- 
muns et le point diamétralement opposé au quatrième, 
dans la conique, sont situés sur un mente cercle. 

Démontrons le théorème pour le cas où !a <:oniqiie 
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est une ellipse, la démonstration pour le cas où elle 
est une hyperbole est enlièrement analogue, et l'on 
peut conclure qu'il est vrai pour la parabole, en ia 
considérant comme limite de l'une des courbes précé- 
dentes. 

SoientOl'eliipse dont les axes sont hA/,Ti\i' {/ig. y5); 
w l'byperbole équilalère dont les asymptotes VT, RS 




sont respectivement parallèles à AA', BB'. Soient les 
quatre points communs des deux courbes M, N, P, Q, 
et JVI| diamétralement opposé à M dans l'elUpse. 

Prenons uu point quelconque C sur l'hyperbole et 
menons par ce point des parallèles aux asymptotes ; l'el- 
lipse, l'hyperbole et le système des sécantes rectilignes 
MN, PQj déterminent sur chacune de ces parallèles un 
système de sis points en involutlon (théorème de De- 
sargues) et comme dans ces deux involulions le point 
conjugué de C est à l'infini, C est le centre de chacune 
d'elles. De là les deux égalités 



CEx CD = CFxGO et 
Divisons membre ;uiiornbn 



CP:, xCDi .- CF| X CG|. 
<■!! l,ciiaiir coniptedn llico 
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Cl';, 



; CDi 



<CGi 



en désignant par « et i les demi-axes de l'ellipse. 

Unissons M I iV par une ligne droite : MN, M,N for- 
ment un système de cordes supplémentaires, et les dia- 
mètres OK, OH, qui les divisent en parties égales et sont 
chacun parallèles à celle qu'il ne coupe pas, sont conju- 
gués. Ces diamètres interceptent sur la tangente en B 
les segments BH, BK, dont le produit est égal à a^ 
(n"IV, Cliap. II);delà 



Llables 



mgles rectangles BOH, GCG, sont 
ayant leurs côtés parallèles, d'où 



d'après l'é 



Donc les deus tiiauglcs rectangles BOK, CFF, sont 
semblables, leurs angles sont égaux et leurs hypoténuses 
OK, FF) sont également inclinées surliK et CF), ou 
sur la parallèle AA'; il en est de même de PQ et M|N 
parallèle à OK ; donc les points P, Q, N, M, appar- 
tiennent à un cercle (n" VI du piccédent Chapitre). 
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XIII. Normales à une conit/ue passant par un point 
donné dans son plan, théobème de Joachimstahl. — 
Examinons le cas de l'ellipse, la question se résoudra 
d'une niauièi'C analogue pour les autres courbes. 

Soit O une ellipse dont les axes aa, -ib sont diriges 
suivant OX, OY, et à lacjuelle nous voulons iik^mci' tljk. 
normale par le point M [Jig. 76). 




Soit MP une de ces normales; P son point d'ineidenee, 
que nous définirons par ses distances PH, PK aux 
deux axes ; nous l'epi'ésenterons ces distances, ou coor- 
données, par j, X respectivement. Nous définirons 
aussi la position du point M par les distances analogues, 
P, ce; j, X, p, a étant susceptibles de signes. 

Menons la tangente PS en P, cette droite rencon- 
trant OX en S; les deux triangles rectangles MPQ, 
PHS sont semblables comme ayant leurs côtés pctpuu- 
diculaire^ : on en déduit 

MQ _ OS -011 [j -r ^ os - .r 

PQ - l'H '"' a-a-- r ~" 

Mais les points II, S étant conjugués harmoniques 
par rapport ;i A, A', on a 
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D'après l(! 11° Il du présent Chapitre, on a 



Cette équation peut se mettre sous la for 



Si nous construisons les parallèles à 0¥, OX, situés h 
des distances du point O respectivement représentées 

représentent les distances Aa point P à ces deux paral- 
lèles. 

Il résulte de la relation (a) que le pj'oduit de ces di- 
stances est constant, et, d'après le premier des théorèmes 
d'Apollonius, que le point P se trouve sur une hyper- 
bole écjuilatère ayant ces parallèles pour asymptotes. 

La relation (i) étant visiblement satisfaite pour le 
point M et pour le point O, ces deux points appartien- 
nent à l'hyperbole équilalère. On peut construire celte 
courbe dont on connaît les asymptotes et deux points; 
ses points communs avec l'ellipse feront connaître les 
points d'incidence des normales issues de P, qui sont en 
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On |>eut conclure du. tliéorètiie du numéro précédent, 
que : trois àespointi d'incidence dus normales menées 
d'un point à une cojiïi/ue et le point dinmétralement 
opposé au point d'incidence de la (jiiatriènie, dans cette 
conique, appartiennent à un même cercle; c'est lii lu 

XIV, Lieu oéométhique. — Étant dojinéi^s deux co- 
niques C ei C|, ainsi que deux directions D et D,, 
dans le même plan : par un point M du plan on mène 
deux parallèles, la première à la direction D, rencon- 
trant la conique C aux points ^ et P, , la deuxième à 
la droite D, , rencontrant la conique Ci iiux points Q 
et Q, ; on demande de déterminer le lieu du point M 
par la condition que le produit MP X MP| ait avec le 
produit MQ x MQ, un rapport donné a {/ig- 77 )■ 




Soîetit R. cl R| les points où la parallèlL- à D, passant 
par M rencontre la couique C, pour tous les points du 
plan, et, d'après le théorème de Newton, on a, ^ étant 
un nombre fini, 

■Ml- X Ml'i _ r. 
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( '4^ ; 

i;ii outre, M usL un poiiil 




MI' X m', 
IMQ x.UQ, 


Dlv 


!S points M Jii lieu, 




MQ X MQi 



iclut que, pour 



D'après celle égalité, le rapport involutif d'un point 
M du lieu, par rapport aux couples de points de ren- 
contre d'une droite de direction donnée avec les coni- 
(lues C et C|, est <:o»stant, et il en résulte, d'après le 
théorème du n" Vil du Cliap. II, que le lieu est une co- 
nique passant par les points communs des deux pre- 
mières. 

XV. Si deux cônes ont pour directrice une même 
conitjiie, ils sa coupent suivant une seconde courbe 
plane, qui est une autre conique ('). — Soient S et S| 
les sommets des deux cônes ayant pour directrice la co- 
nique O {Jig- 78); unissons S)S par une ligne droite 
coupant le plan de la directrice en P. Par la droite SS, 
faisons passer un plan variable coupant celui de la di- 
rectrice suivant la droite PAB et les deux cônes suivant 
les deux couples de génératrices SA et SU, S| A et S, B. 
Ces deux couples de génératrices se coupent aux points 
A, B, w, *i)| ; les points A, B décrivent la directrice, les 
points (0, o), la seconde partie de l 'î nie rsec lion qu'il 
faut démontrer être plane, 

aperçu que la démonstration 
HLt dans le Cours de Géomé-' 

Partie, p. 9-». 
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Or la droite w, w est la polaire de P par rapport aux 
deux droites m, S, W) S, ; il en résulte que les points £, 
ïl, où elle rencontre PS| et PB, sont conjugués harmo- 
niques de P par rapport aux couples de points S et S), 




A et B; le point s est lixe, puisque P, S et S, le sont, 
et quant à 7-, il décrit la polaire MN de P par rapport à 
la conique: les points w, w, sont donc situés dans le 
plan êMN qui est fixe, et, en conséquence, la courhe 
qu'ils décrivent est plane. 

XVI. Note. — Le théorème de Pappus nous a servi 
aun" VI, Cliap. II, pour établir un théorème important 
par ses conscquencfs, soit pour i'ournir une construc- 
tion relativement simple des points communs d'une co- 
nique et d'une droite, soit pour établir d'une manière 
immédiate le théorème de Desarguës. 

Il nous a paru intéressant de montrer comment, du 
même théorème de Pai>pus se déduit le principe de des- 
cription d'une conique par le point d'intersection de 
deux rayons homologues de deux faisceaux homogra- 
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pliiqiies, et c'est là le but de la présente Note, par la- 
quelle nous allons tfM'ininer notre étude, 

Lemme I . — Considérons un faisceau de trois droites 
issues d'an point S {Jig. 79)1 et une sécante qui les 
rfiiicon'vt: en a, b, c; le rapport des sei^ments ca. cb 




est égal à celui des aires des triangles Sani^ Sliiii 
ayant pour bases les rayons Sa, SI), et pour sommet un- 
point m quelconque situé sur lerayonSc. 

En effet, les deux triangles Sac, Sbc, considérés 
comme ayant leur sommet en S, ont même hauteur et 
sont proportionnels à leurs bases ; et, si on les considère 
comme ayant leurs sommets en a et b, ils ont même 
base et sont proportionnels à leurs hauteurs, d'où les 



c6 S bc hq 

ap et bq étant k's perpendiculaires menées de « et ô 
sur Se. 

D'ailleurs, les deux triangles aniS, bmS ont aussi 
même base et pour hauteurs ap et bi/ rcspeciiveineiit; 
dès lors, 

b7j ^ inùS' 
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c<: qu'on viniJail ilcmoiitrer. 

Lemme il — Le rapport anharmonique des quatre 
points fl, S, c, cl, oh une droite coupe les rayons d un 

faisceau S.abcd (fig- 80), soit -y'- -jï.' ^"^ %«^ <"' ™/'- 




port des rapports des distances de deux points m et n 
pris arbitr airement sur les rayons Se, Si^, aux rayons 
Saet Sb, respectivement, soit — : -^. mp, np, étant 
perpendiculaires sur Sa, et mt/, nt/, perpendiculaires 
sur Sb. 

En etiot, et d'après ]<i leminc I, 011 a 
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mais les couples de triangles ma S et naS, in/iS <;l nbS 
ont mêmes bases et sont proportionnels à leurs hau- 
teurs; donc, subsiituanl aux rapports de ces triangles 
ceux de leurs hauteurs dans la deruîère écalité, on a 



cà do mg nçfi 
Soit aetuellement une conique ABDMNC : construi- 
sons deux l'aisceaux ayant pour sommets deux points A 
et C de ia conique, et dont les rayons homologues se 
coupent sur cette coni'be en B, D, M, N {/(>. 8i); il 




s'agit de montrer qu'ils sont liomo graphiques, c'est- 
à-dire que les deux faisceaux A.BDMN, C.BDMIV, oui 
même rapport an harmonique. Pour k démontrer, cou- 
pons les deux faisceaux par la transversale a', S, et des 
points M et n abaissons Mp, N/>, perpendiculaires sur 
AB,demême. M9,Ny.surDC;M/-, N?-, surBC;Mj, 
Nî| sur AD; il suffît de montrer l'égalité des deux rap- 
ports aiiharmouiques ^-.-ei^,: tij,- 
Or, d'après le lemme précédent, 

-fa _ Ôï _ M/( . Np, 

■•3 ■ Sfi ~ -Mî ' Nî, 



y Google 



UL 






( i4G ) 








^^'■Î'P''~ M?-N>,' 


ou 


loi-â, 


il iUlfli 


t ,l'(!t.ablir, 



i;c qui ost évident d'après le lliéorème de Pappus, 
A6CD constiniant un quadrilatère inscrit, et d'après les 

M/ixM? = aM/-xMï 
N/Jix ?J^i = 5iNyixNï,, 
lues sous les Cormi^s 

Mf Aie _ _ ^p, L\/'i 
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